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Uvod

Matematika je odvekou stcastou l'udského poznania a kultary. Cesta jej
vyucby na skolé4ch je pInd tradicii, zmien i inovécii. U¢itel matematiky zohrava
kl'a¢ova rolu - je sprievodcom Ziakov pri objavovani zakladnych vlastnosti
¢isel, operécii, Struktar ¢i rieSeni dloh, ktoré tvoria jadro matematickej
gramotnosti pre zivot i d'alsie stadium.

V dnesnom svete, formovanom technolégiami, datami a potrebou logického
uvazovania, nadobtida matematika novy rozmer - nielen ako néstroj vypoctu,
ale aj ako jazyk opisujuci a vysvetl'ujaci realne javy. Poméha Ziakom rozvijat
analytické myslenie, schopnost riesit problémy, pracovat systematicky, aj
overovat a argumentovat svoje rieSenia. Prave preto je kvalitné vyucovanie
matematiky na zakladnej skole jednym zo zdkladnych pilierov vseobecného
vzdelania.

Téato ucebnica je zamerand na podporu tych, ktori budd ucit matematiku
na zakladnej skole - na vsetkych jej stuptioch ¢i cykloch. Obsahovo pokryva
siroké spektrum tém: od historického vyvoja c¢iselnych systémov roznych
starovekych civilizacii, cez alohy a modely prirodzenych, celych, racionalnych
arealnych cisel, az po zakladné poctové operdcie, zavadzanie pojmov
premennych, rovnic a postupnosti, aj $pecifika slovnych tloh.

Kazda kapitola obsahuje sumar doélezitych poznatkov na zapamdtanie, alohy
na precvicenie i rieSenia, ¢o ulahc¢uje vlastna pripravu budtcich ucitelov. Text
je doplneny o didaktické komentére, rieSené tlohy a dopliujace ilustracie.

Strukttra ucebnice odrdza potrebu vzajomného prepojenia obsahovej
a didaktickej stranky vyucby:

* Najskor prehlbuje historicka a kulttrnu perspektivu matematiky.

 V dalsich ¢astiach dosledne mapuje jednotlivé typy ¢isel a prislusné modely,
ktoré stivisia s vyvinom myslenia Ziaka.

* Samostatné kapitoly st venované algoritmom, metédam a postupnosti
zavadzania zakladnych operacii (s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie).

* Nezabtuda sa ani na prechod k abstraktnejSiemu jazyku matematiky - praci
s premennymi, rovnicami ¢i funkciami.

* Osobitna cast sa venuje slovnym tloham a procesu matematizacie redlnych
situacii.

Doéraz sa kladie nielen na zvladnutie uciva, ale najmd na rozvijanie

didaktickych stratégii, podporu motivacie a schopnosti reflektovat typické




ziacke tazkosti ¢i chyby a viest Ziakov pomocou vhodne zvolenych modelov,
tloh aotazok. Pre buddceho ucitela je kltacové rozvijat nielen svoje
matematické vedomosti, ale aj pedagogické zruc¢nosti a cit pre individualne
potreby deti. VyuZitie tejto ucebnice moze byt réoznorodé - ako podpora pri
stadiu didaktiky matematiky, ako pomocka pri pedagogickej praxi, ¢i ako
inSpirécia pri vlastnej tvorbe edukac¢nych aktivit.

Verime, ze pomocou tejto uc¢ebnice néjdete nielen odpovede na svoje otazky,

ale aj podnety k vlastnému tvorivému rozvoju a budete moct viest svojich
budtcich ziakov k radosti z objavovania a porozumenia svetu matematiky.




I. Pohl'ad do historie

V tejto kapitole sa pozrieme na to, ako ludia vroéznych castiach sveta
v priebehu histérie zapisovali ¢isla. Spozname staroveké ciselné sustavy
v Egypte, Rime, Grécku, Cine, Mezopotdmii, u Mayov a v Indii. Zistime, ako
vznikli pozi¢né aj nepozicné sposoby zdpisu, aky vyznam mali symboly ako
pali¢ky, bodky ¢i pismend, a ako sa postupne vyvinul sposob zapisu, ktory
pouzivame dnes. Tato kapitola ndm ukaze, ze aj ¢isla maja svoj pribeh.

Od prvych ¢iselnych zaznamov v podobe zarezov na kosti po dnesna podobu
desiatkovej pozi¢nej ¢iselnej stistavy uplynul dlhy ¢as s mnohymi zaujimavymi
medznikmi. V kazdej kulttre presiel zapis ¢isel podobnym vyvojom. VSade sa
najprv objavovali nepozi¢né spdsoby zédpisu cisel, kde kazdy zaznamenany
znak mal vzdy presne uréentt nemennd hodnotu. Postupom c¢asu vznikali
snahy o skratenie a zjednoduSovanie zdpisu zavddzanim réznych vylepseni,
ktoré majua ¢rty pozicnej ¢iselnej ststavy. Hodnota znaku potom zavisi aj od
jeho umiestnenia v celom zéapise ¢isla. V nasledujacich odsekoch priblizime
vyvoj zapisu ¢isel v niektorych vybranych kultarach.

Cisla v starovekom Egypte

Staroveky Egypt je vybornym prikladom, kde vznikla typicky nepozi¢na
¢iselna sustava. Pociatky tejto civilizacie siahaja do roku 3200 - 3000 pred n. 1.
Na zaznamendavanie poctu sa postupne vytvarali Specidlne hieroglyfy:

1: ‘ (obraz meracskej palice)

10: n (hieroglyf oznac¢ujici puta na nohy dobytka)
100: L (meracsky povrazec deleny na sto laktov)

1 000: i kvet lotosu)

10000: D vztyceny ukazovak)

1000000: ¥ (boh Hah)

(
(
100 000: 3 (zubrienka)
(
10000000: Q.  (slnko, obzor alebo prsteri)
1.

Obréazok Egyptské ¢isla (Cizmar, 2017, s. 51)

Na obrazku 1 vidime, aké dolezité postavenie hrala v ich chapani ¢isel desiatka.
Zvisla palicku na zapisovanie jednotiek modZeme najst v prvopociatkoch
zapisov Cisel takmer kazdej civilizcie. Je velmi moZzné, Ze oznacovala jeden
prst. Egyptania vytvorili svoje vlastné znaky pre desiatku ako desat jednotiek,




potom stovku ako desat’ desiatok a tak d’alej az po desat miliénov, ¢o uz bolo
pre vsetky praktické potreby dostato¢ne vel'ké ¢islo.

Ich ¢iselntt ststavu mozno nazvat typickou nepozicnou desiatkovou stistavou.
Nepozi¢nou preto, ze kazdy znak v zapise celého ¢isla ma presne danu
nemennd hodnotu. Palicka je jednotka bez ohladu na jej poziciu. Hodnota
celého c¢isla je sa¢tom hodnoét vetkych pouzitych znakov. To znamend, ze ak
by sa ndm jednotlivé symboly porozhadzovali, napriklad ak by boli skryté
niekde na obraze na rdznych miestach, aj tak budeme vzdy po ndjdeni vSetkych
znakov vediet ziskat hodnotu daného ¢isla.

Znaky sa zapisovali jednoducho vedla seba. Pre prehladnost sa rovnaké
symboly zapisali spolu, pricom sa vyuzivala cela plocha (nielen riadok).

Symboly byvali usporiadané zl'ava doprava od najvyssej hodnoty po najnizsiu
podobne, ako to mame dnes.

Napriklad ¢islo 1 243 657 bolo zapisané takto:

M I LS nn |||
\;}‘i'}\\‘\m‘MiIQ?Qnmanl

Obrazok 2.  Zapis ¢isla 1 243 657 v Egyptskom ¢iselnom systéme (Cizmar, 2017, s. 51)

> Vsimnime si podobnost tohto sposobu so sposobom, ktory sa dnes
vyuZziva v ucebniciach matematiky. Cisla sa spociatku znazortuju
nepozi¢nym spdsobom: jednotky palickami a pre desiatku sa zavadza
novy symbol - krazok.

Su to 4 balicky po desat a 7 po jedne;.

Obrazok 3.  Nepozi¢ny spdsob zapisu dvojciferného &isla v uéebnici (Cernek, 2018, s. 7)

Zaujimavostou staroegyptskej matematiky bol ich spdsob nasobenia a delenia
postupnym zdvojndsobovanim, ktorému sa budeme bliZsie venovat v kapitole
Nidsobenie a delenie.

Dal$ou zaujimavostou je zavedenie tzv. kmetovych zlomkov (zlomkov, ktoré
majua v Citateli vzdy ¢islo 1). V starovekom Egypte neexistoval zlomok tvaru
m/n. Vsetky zlomky mali tvar 1/n, ¢o zapisovali tak, Ze nad zapis hodnoty
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menovatela zapisali Specidlnu znacku. Podrobnejsie sa tejto téme budeme
venovat v kapitole Raciondlne cisla.

Rimske ¢isla

Dalsou velkou rigou, ktord sa po celd dobu svojej existencie uspokojila
s nepozi¢nym spdésobom zépisu prirodzenych ¢isel, bola Rimska risa (8. stor.
p-n. L. - 15. stor. n. 1.). Rimske ¢isla vznikli podobne ako egyptské na principe
nepozi¢nej ¢iselnej ststavy. Okrem znakov pre mocniny desiatky Rimania
vytvorili symboly aj pre patku, patdesiatku a patstovku. PouZitie symbolu pre
patku mé zrejme dovod v pocte prstov na jednej ruke. Tymto dosiahli skratenie
zapisu, kedZe ziadny zo symbolov neboli ntteni pouzit viac ako Styrikrat.

[-1,V-5,X-10,L-50,C-100, D - 500, M - 1000

> Na zapamadtanie existuji viaceré mnemotechnické pomocky, napr.: Ivan
Viedol Xaviera Lesnou Cestou Do Mesta, LaCo DoMa, Lacna Cibula
Drahé Miso a i.

Povod niektorych znakov je odvodeny zich ndzvu: C - centum, M - mille,
povod d'alsich je spéty s pocitanim na prstoch - jednotka vyzera ako jeden prst,
V ako cela dlan s roztiahnutymi prstami, X ako dve V. L vzniklo prepolenim
C vodorovnou ¢iarou. M sa pdévodne pisalo ako (|), D ako |), ¢iZe polovica.
Vd'aka tomu sa dali vytvérat aj véacsie ¢isla, napr.: ((|)) = (M) bolo desat'tisic,

.....

((())) = ((M)) stotisic. S vac¢simi ¢islami pracovat nepotrebovali.

Rimske ¢isla v starovekom Rime fungovali rovnako ako egyptské. Kazdy
symbol znamenal vzdy presne uréent hodnotu. Skratenie zépisu, ktoré dnes
pozname, vzniklo aZz v stredoveku abolo skor slepou ulickou na ceste
k pozi¢nym ciselnym ststavam. V starovekom Rime IX znamenalo 11. MoZno
pisér dostal pokarhanie za nedodrzanie spravneho poradia, ale na hodnotu
¢isla zmena poradia nemala vplyv. Dokazom ,novosti” pravidiel pisania
niektorych ¢isel sa aj staré cifernikové hodiny, na ktorych ¢islo Styri nie je
zapisané ako IV, ale IIII. Toto skratenie zapisu sa tyka iba tychto ¢isel: 4 - IV,
9-1X,40 - XL, 90 - XC, 400 - CD, 900 - CM. To znamena, Ze ¢islo 999 nemoZno
napisat ako IM, ale jedine ako CMXCIX. Vsetky stcasne platné pravidla zapisu
rimskych ¢isel mozno ndjst napriklad v publikacii Mokrisa a Scholtzovej (2021).

Rimska sustava zostava ¢isto nepozi¢nou, aj ked' v tychto Siestich pripadoch
vymena poradia meni hodnotu ¢isla. Mohli by sme totiZ povazovat takéto
dvojznaky za nové symboly oznacujice konkrétnu hodnotu. Tychto Sest
vynimiek v skutoc¢nosti sice skratilo zapis niektorych ¢isel, avsak pre praktické
pocitanie boli skor kontraproduktivne.

11



» Nepozi¢nost rimskych ¢isel je vjednom ohlade velmi vyhodna.
Skutoc¢nost, Ze vobec nezélezi na poradi jednotlivych znakov sa d&
vyuzit pri zaSifrovani ¢isla do textu. Kedysi po vysviteni chrdmu ¢i inej
dolezitej budovy bol nad dverami napisany latinsky napis tak, Ze
niektoré pismend boli zvyraznené. Boli to pismena, ktoré oznacuju
rimske ¢isla. Stacilo ich vSetky spocitat a zistit rok vysvitenia.

Cisla v starovekom Grécku

Medzi nepozi¢né iselné sustavy zarad'ujeme aj sustavy abecedné. To su také

sposoby zapisu cisel, pri ktorych nie st vyvinuté Specidlne znaky pre

oznacovanie ¢isel, ale pouzivaju sa uz existujtice znaky abecedy. Zaciatky tohto

sposobu mozno badat v starovekom Grécku, kde sa urcitym ¢islam priradili
z Z 7 . Z

pismena podla ich nazvu.

Povodny sposob zapisu ¢isel sa podoba na staroegyptsky spdsob:

RN

el

g EUTECELE
‘T Tl T T A

6 7 L 8 | 9 | 10

4 5 |

FrAH X M

Pente t Deka Hekaton Khilioi Murioi

| s 10 100 | 1000 | 10000

rAfrH;rX ™ |

50 500 5000 | 50000

Obrazok 4. Priklady gréckych ¢islic (Mares, 2008, s. 39)

Zrejmy je povod v pocitani na prstoch, ¢o vidiet nielen v pouZiti desiatky, ale
aj patky.

Neskor so vznikom malej abecedy sa zacal vytvarat ionsky spdsob zédpisu ¢isel,
ktory postupne vytlacil p6vodné varianty. Jeho princip je zhodny s hebrejskym
aj fenickym principom, odkial bol zrejme do Grécka importovany. Namiesto
opakovania toho istého symbolu boli pouzité d'alsie znaky. Pre¢o? Znakov
v abecede je predsa dost, tak preco si neskrétit zaznam?

12
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Obrazok 5. Iénsky sposob zapisu ¢isel (Cizmar, 2017, s. 139)

Véimnime si, Zze kazdé pismeno vo vyzname ¢isla je oznacené ciarkou -
apostrofom.

Kazdy znak mal v zépise ¢isla presnd hodnotu a hodnoty vSetkych znakov sa
opdt’ scitavali. Pre vdcsie ¢isla sa zavadzali rozne znacky. Napriklad ¢iarka
vlavo dolu od pismena znamenala, Ze jeho hodnota je tisickrat vacsia, ¢ize ,

znamenala dvetisic. Desattisice sa zasa oznacovali pismenom M a nad nim sa

zapisal pocet, cize 1\); znamenalo 30 000.

Egyptsky hieroglyficky a grécky abecedny sposob st v principe rovnaké - obe
st nepozi¢nym spdsobom. Obe maja systém znakov, ktorym priradili urcita
hodnotu. Tieto znaky pisali vedla seba a kone¢nd hodnotu ¢isla ziskavali
s¢itanim hodnot vsetkych pouzitych znakov. Najdu sa v8ak aj odliSnosti:

Egyptania pouzivali iba sedem znakov, takZe bolo zrejme lahké si ich
zapamdtat. AvsSak pri niektorych ¢islach mohol byt zdznam pomerne dlhy.
Napriklad na zaznamenanie ¢isla 999 potrebovali nakreslit 27 znakov (devat
povrazcov, devit put a devit palic).

V abecednej stistave by sme potrebovali iba tri znaky pre ¢islo 999. Avsak
celkovy pocet znakov je dvadsatsedem. Zapamitat si ich bolo urcite
nevyhnutnym predpokladom kazdého pisatela a poctara. Zistit hodnotu
konkrétneho pismena pre ¢loveka, ktory neovlada vsetky znaky spamati, sa da
bud’ pomocou abecedného poradia - vymenujeme vsetky pismena abecedy
pred nim a popritom pocitame, ¢o by urcite viedlo k mnohym chybam, alebo
by sme potrebovali mat neustéle poruke tabul'ku, kde mame hodnoty uvedené.
Staroveki Gréci v8ak nemali k dispozicii na$ spodsob zapisu c¢isel, preto by
musela byt hodnota kazdého symbolu na takejto tabulke popisana slovne.

Abecedné ststavy st napriek tomu dolezitym medznikom, pretoZze vsetky

ostatné nepozi¢né stastavy nemali Specidlne znaky pre ¢isla jeden az deviit, ale
tieto boli utvarané opakovanim znaku pre jednotku.
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Cisla v starovekej Cine

Po nepozi¢nych pociatkoch zapisu ¢isel, ktoré mali desiatkovy zaklad, dospeli
v starovekej Cine asi v 4. stor. pred n. 1. k prehl'adnému, &asto¢ne pozi¢nému
sposobu zapisu ¢isel. Tento spdsob sa vyvinul z pouZzivania po¢itacich paliciek.
Pocitalo sa tak, Ze pali¢ky rovnakej dizky sa ukladali do tabul'ky, ¢o prirodzene
vyustilo do myslienky ukladat oddelene jednotky, desiatky, stovky atd’.

Znovu vidime prepojenie na pocitanie na prstoch - jedna palicka = jeden prst,
dve pali¢ky = dva prsty, Sestka je uZ znazornena vodorovnou palickou ako cela
ruka a k tomu jednotka. Cisla od jeden do devit st teda zapisované analogicky
ako v nepozi¢nych ststavach Egyptanov ¢ Rimanov. Cisla od desat do
devitdesiat (po desiatkach) vznikli oto¢enim znakov pre 1 - 9 o0 90°.

.....

symboly, t.j. jedna zvisld palicka moéze znamenat jednotku, stovku,
desattisicku atd’. v zavislosti na tom, kde sa v zapise nachddza. To je velky
krok smerom k pozi¢nému sposobu zapisu ¢isel.

{C'isliw 71 .7727 3 ‘ ) \ 6 | 7 8 9

Rad 10% | | . T T
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Obréazok 6.  Starocinske ¢isla (Ciimér, 2017, s. 95)

Napriklad ¢islo 7349 sa zapisalo takto:

L=

Obrazok 7.  Cislo 7349 (Cizmar, 2017)

[l

Pocet jednotiek zapisali pomocou symbolov z horného riadka, desiatky zo
spodného, stovky znovu z vrchného, tisicky zo spodného atd'.

Mohli by sme namietat, Ze takto mozu nastat nejasné zapisy. Ved jedna palicka
samostatne zapisand moze byt jednotka, rovnako ako stovka, kedZe ziadny
znak pre nulu neexistoval. V skutoénosti Citlania tento problém nemali,
pretoze pocitali zvacsa v tabul'kach a preto jednu palicku ako stovku napisali
do tretieho okienka od konca a zvysné dve nechali prazdne. V textoch zasa taky
velky radovy rozdiel nevznikal z ddévodu kontextu, v ktorom sa cislo
nachadzalo. Napriklad, ked sa hovori o pocte deti jedného muza, tak 5 asi
nebude 500, ¢i 50000. Rozdiely medzi rovnakymi zapismi st totiz v aspor
dvoch radoch.
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Tento spodsob zépisu mé niekol'ko nespornych vyhod. Po prvé, ma jednoduché
I'ahko zapamitatelné symboly. Opakovanie tych istych symbolov vo vyssich
rddoch robi z tejto ¢iselnej sastavy semipoziént ¢iselna ststavu. Nie je este
tplne pozi¢nd, pretoze sa neda jednoznacne urcit rad ¢islice - chyba symbol
pre nulu ako prazdne miesto. Tento drobny nedostatok bol postupne
odstraneny prevzatim symbolu pre nulu, pravdepodobne z Indie. Casom sa
v Cine udomécnili aj indické symboly pre &islice 1 az 9 a dneény pozi¢ny
desiatkovy sposob zdpisu (od 8. stor. n. L.).

Zaujimavostou starovekej Ciny je to, Ze pravdepodobne tu sa po prvykrét
zaviedli zdporné cisla ako samostatné matematické objekty ato pomocou
pocitacich pali¢iek dvoch farieb: ¢ervené nazyvané ceng predstavovali kladné

¢isla, ¢ierne nazyvané fu predstavovali zaporné ¢isla. Podrobnejsie sa tejto téme
budeme venovat v kapitole Celé ¢isla.

Poéitadla

Niekedy v druhom storo¢i n. 1. sa zacali v starovekej Cine pouZivat pocitacie
pomodcky nazyvané suan-pchan. Tieto pocitadla boli natolko efektivnym
nastrojom, Ze v niektorych castiach Zeme su pouzivané dodnes. Najmd ich
obmena vytvorend neskor v Japonsku- soroban. Na obrazku 8 vidime
schematicky nékres sorobanu.

o oy > o> <>
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Obrazok 8.  Soroban (https:/ /freesve.org/cmy-abacus-japanese)

Horné korédlky predstavuju patku, spodné sa jednotky, takze v kazdom rade
moZzeme mat maximalne deviatku. Pocitaja sa tie korélky, ktoré st prisunuté
k oddel'ovacej tycke. Na tejto tycke byvaji obvykle znac¢ky na kazdej tretej
pozicii. Tieto znacky pre prehl'adnost oznacuju jednotky, tisicky, miliény atd'.
Ak pocitame s prirodzenymi ¢islami, prvy rad sprava predstavuje jednotky,
d'alsi desiatky atd’. Mozeme ale pocitat aj s desatinnymi ¢islami. V tom pripade
jednotky budu na prvej oznacenej pozicii sprava, sprava od nich desatiny, d’alej
doprava stotiny atd'.

Od 16. stor. n. 1. sa v Rusku vyuziva po¢itadlo nazyvané scot. Na rozdiel od
sorobanu ma pozicie umiestnené nad sebou. Celkom dole st dve jednotky,
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v dalsom riadku desiatky atd. Piata a $iesta gul'6¢ka v kazdom riadku je
farebne odlisena pre prehl'adnost. Inak kazda gul'6¢ka oznacuje vzdy jednotku
prislusného radu. S¢ot funguje na rovnakom principe ako japonsky soroban,
iba nema zvlast oznacené patky.
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Obrazok 9.  Séot najdeny v Pol'sku
(https:/ /commons.wikimedia.org/wiki/File:Polish_abacus_- Liczyd % C5%820.JPG)

> Vsimnime si podobnost ruskych s¢otov s nasim stovkovym pocitadlom.
Iste by bolo mozné pouzivat ho rovnako ako scoty. V praxi sa ale
stretdvame iba snepozi¢nym pouzivanim nasho pocitadla v zmysle
reprezentacie ¢isel od 1 do 100 po¢tom gul'6¢ok.

Cisla v mayskej kulttre

V mayskej kulttre vznikla postupne podobne ako v Cine semipozi¢na &iselna
ststava. Tato v8ak mala niekol'ko odlisnosti, ktorymi sa lisila nielen od ¢inskej
ale aj od inych nepozi¢nych sastav.

1. Mayovia neoznacovali jednotky palickami, ale bodkami.

2. Vyznamnym ¢islom bola pitka, podobne ako u inych kultar. T4 dostala
samostatny znak - vodorovnt ¢&iarku. Dal$im vyznamnym ¢&slom nebola
desiatka, ale dvadsiatka. Dvadsiatka sa stala aj zakladom ich semipozi¢nej
¢iselnej sastavy.

3. Cisla nezapisovali v riadku, ale v stipci s tym, Ze &isla najnizsieho radu boli
zaznamenané najnizsie. TakZe jednotky boli dole, nad nimi dvadsiatky, nad
nimi Styristovky atd’.

4. Mayovia vytvorili aj vlastny znak pre nulu - prazdna lastara.

Cisla od jeden po devitnast sa zapisovali prakticky nepozi¢nym spdsobom
pomocou dvoch znakov - bodky pre jednotku a ¢iarky pre patku.
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Obrazok 10. Mayské ¢isla (https:/ /commons.wikimedia.org/wiki/File:Maya_numbers.jpg)

Vacsie ¢isla uz boli tvorené na pozi¢nom zdklade. Jednotka o rad vyssie uz
znamenala jednu dvadsiatku.

Zapisovat ¢isla tymto spdsobom by bolo pre nés rovnako I'ahké ako zapisovat
¢isla starovekym ¢inskym sposobom. Problém je ale v naSom névyku na préci
v desiatkovej ¢iselnej ststave. Zmena zdkladu na dvadsat robi pochopenie
mayskych ¢isel ndro¢nejsim.

Ak chceme zapisat, povedzme, ¢islo stotrindst po maysky, musime sa najskor
spytat: Kolko je to dvadsiatok? Pat. A ktomu trinast jednotiek. Takze
napiSeme trindst ako dve patky a tri jednotky a nad to dame jednu patku ako
pat dvadsiatok.

Maysky sposob stile nepokladame za taplne pozi¢ny, pretoze ¢isla od 1 do 19
sU tvorené nepozicne, a to moze sposobovat nejednoznacnost zapisov. Napr.
dve c¢iarky nad sebou moézu znamenat desat, ale aj pat jednotiek a pat
dvadsiatok.

Cisla v Mezopotamii

Na tzemi Mezopotdmie vznikla vel'mi zaujimavé ¢iselnd ststava. Jej zdkladom
bola prekvapivo Sestdesiatka, ale desiatka v nej tiez mala svoje vyznamné
zastipenie. Vyuzivali sa iba dva znaky, ktoré vznikali rytim do médkkej hlinenej
tabul’ky - zvisly pre jednotku a ,zobacikovity” pre desiatku. Cisla od jeden do
59 sa zapisovali nepozi¢ne. Vicsie ¢isla pozi¢ne so zakladom 60. Cisla sa
zapisovali zlava doprava, stym Ze jednotky boli vpravo, nalavo od nich

Sest'desiatky, este pred nimi 60 - 60 = 3600-vky atd".
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Obréazok 11.  Cisla v Mezopotamii (Cizmar, 2017, s. 71)

Zaujimavostou je, Ze uz v druhom tisicro¢i p. n. . vytvorili znak pre nulu - 4 y
ktory povodne oznacoval bodku na konci vety.

Dévody, preco tato c¢iselnt sastavu nazyvame semipozi¢nou, st rovnaké ako
pre mayska ststavu - nepoziény spdsob zapisu mensSich c¢isel a ztoho
vyplyvajica nejednoznac¢nost’ zapisu.

Vznik pozi¢nej ¢iselnej stustavy v Indii

Indickej kulttre sa pripisuje zasluha za vypracovanie doslednej desiatkovej
pozic¢nej ¢iselnej stistavy a za jej rozsirenie v stredovekej matematike Stredného
vychodu a v neskorsej stredovekej eurdpskej matematike. Sprostredkovatel om
bola arabskd matematika, ktora sa s indickym spdsobom dostala do styku
v tvodnej faze svojho vzniku a prvého rozvoja v 8. a 9. stor. n. L.

Pre politicki rozdrobenost Indie nebola cesta k poziénému spdsobu

jednoduchd a trvala niekol'ko storo¢i.
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Obréazok 12.  Cislice kharosthi (Cizmar, 2017, s. 113)

Na zaciatku sa pouzival nepozi¢ny systém zapisu ¢isel. Prikladom boli ¢islice
kharosthi (pozri obrédzok 12), ktoré sa pouzivali na severozapade Indie medzi
4. stor. p.n.1. a 3. stor. n. 1. Zaujimavostou je vytvorenie znaku pre Stvorku
namiesto patky.
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Dalsim prikladom st ¢&islice brahmi, ktoré sa napriklad na Sri Lanke pouzivali
az do 19. stor. n.l. Ztychto znakov boli pravdepodobne odvodené tvary
dnesnych dcislic.
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Obrazok 13. Vyvoj tvarov &slic v Indii (Cizmar, 2017)

Okolo roku 500 n.l. sa pouzival abecedny spodsob zapisu ¢isel s ndbehom
na pozi¢ny systém. V tomto ¢ase vzniklo aj osobitné oznacenie pre prazdne
miesto - maly krazok.

Désledna pozi¢na ¢iselna stistava s desiatimi znakmi vznikla v 6. storo¢i n. 1.
zrejme aj vdaka vplyvu mezopotamskeho, helenistického (gréckeho)
a ¢inskeho.

V 7. stor. sa pouzivala na Prednom vychode, V 8. storo¢i prenikla do Ciny
a Indonézie. Prijatie v stredovekej Eurépe bolo zdlhavé (10. - 14. stor.).

Vyvoj tvaru ¢islic prebiehal na roznych miestach odlisne. Nazvy jednotlivych
¢islic maju takisto svoj povod v Indii: 1 - ékah, éka, ékam, 2 - dvan, dvi, dvé,
3 - trajah, tisrah, trini, 4 - ¢atvarah, ¢atasrah, ¢atvari, 5 - panca, 6 - 8as, 7 - sapta,
8 - asta, 9 - nava, 10 - dasa.

Kazdé ¢islo v desiatkovej ¢iselnej stistave sa da zapisat takto:

1234 =1-103+2-10*+3-10* + 4-10°
Jednotka tu neznamend 1, ale je to jedna tisicka, dvojka st dve stovky atd'.
Nedesiatkové pozi¢né ¢iselné sastavy

Prikladom pozi¢nej ¢iselnej ststavy sinym ako desiatkovym zakladom je
dvojkova stastava.
V dvojkovej stistave pouZivame iba dva znaky: 0 a 1. Kazdé &islo zapisané

v dvojkovej sastave (v tzv. skrdtenom zapise) modzeme zapisat v rozvinutom
zapise takto:

110101 =1-254+1-2%40-2341-2240-2+1-2°,
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Ak chceme prepisat ¢islo do desiatkovej ststavy, sta¢i pravi stranu rovnice
vy¢islit (vypocitat hodnotu v desiatkovej sastave). Toto ¢islo je teda rovné ¢islu
32+16+4+1=>53.

Néroc¢nejsie je zapisat zname ¢islo z desiatkovej do dvojkovej ststavy. V tomto
pripade musime cervené ¢isla néjst.

Napriklad ¢islo 69 v dvojkovej ¢iselnej stistave zapiSeme tak, Ze vypiSeme
v8etky mocniny ¢isla 2: 2, 4, 8,16, 32, 64, ... dalsie uz netreba, pretoze st vicsie
ako 69. Cislo 69 sa sklada z jednej 64, jednej 4 a jednej 1. Zapiseme:

6919 =1-240-2°4+0-2*+0-234+1-2240-2"+1=1000101,.

Aby bolo zrejmé, v ktorej sustave je ¢islo zapisané, piSeme vpravo dolu malé
¢islo oznacujace zaklad ¢iselnej ststavy.
Zakladom ¢iselnej sastavy moze byt akékol'vek prirodzené ¢islo vacsie ako

desiatku, jedenastku atd. Napriklad Sestnastkova (hexadecimalna) ¢iselna
ststava pouziva znaky: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b,c,d, e, {.

Potom ¢islo napisané v Sestnastkovej sustave prepiseme nasledovne:
29al,6=2-16>+9-16* +10- 16 + 1.

Kazda pozi¢na ciselnd ststava so zakladom z, musi mat presne z znakov
oznacujucich ¢isla od 0 do z — 1. Preto ma dvojkova sustava iba ¢islice 0 a1,
trojkové stistava 0, 1 a 2 a Sestnastkova 0, 1, ... az po 15. Cislice s hodnotami 10,
11,12, 13, 14, 15 musia mat ale iny symbol, ktory nie je zloZeny z dvoch znakov,
pretoze by to viedlo knejednoznacnosti. NajcastejSie sa pouzivaja prvé
pismend abecedy.

Co si zapamatat?

o Nepozi¢na ¢iselna stustava: kazdy znak ma pevna hodnotu, nezavisle od
jeho umiestnenia (napr. Egypt, Rim, Grécko).

e Semipozi¢ny princip: hodnota ¢islice zavisi aj od jej miesta v zapise
(napr. Mezopotdmia, Cina, Mayovia), ¢islice na jednotlivych poziciach
su tvorené nepozicne.

o Egyptska sastava: pouzivali hieroglyfy, zdkladom bola desiatka, ¢isla
zapisovali s¢itanim hodnoét znakov.

o Rimske c¢isla: pouzivali pismend (I, V, X, L, C, D, M), nevyuzivali
skrateny zapis ako IV, IX, ktory vznikol aZ neskor.
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Grécka abecedna ststava: kazdé pismeno abecedy malo ¢iselnd hodnotu,
zapisovalo sa s apostrofom.

Cinske palickové ¢isla: semipozi¢ny zapis - vyznam palicky zavisel od
pozicie, neskor prevzali symbol pre nulu.

Mayska sustava: zaklad 20, pouzivali bodky a ¢iarky, vytvorili znak pre
nulu - lasttru.

Mezopotamska ststava: zaklad 60, pouzivali len dva znaky, mali aj znak
pre nulu.

Indickd stistava: ako prva vyvinula dosledne pozi¢ny desiatkovy systém
vratane nuly, z neho pochadzaji dnesné ¢islice.

Dvojkova a Sestnastkovd ststava: pouzivané najméd v informatike,
vyuzivaju iné zéklady ako 10.

Zakladom pozi¢nej ¢iselnej ststavy moze byt akékolvek prirodzené
¢islo vacsie ako 1. Ak je zdkladom ¢cislo n, tak takato sdstava musi
obsahovat systém presne n znakov pre jednotlivé cifry od 0 po n - 1.
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Ulohy

1)

%)

V nazve tejto uc¢ebnice na obalke je skryté rimske ¢islo. Ktoré? (V takychto
tlohach nepouzivame novsie zapisy, v ktorych sa odpocitava. Znaky sa iba
s¢itavaji. To znamena, Ze aj v pripade, Ze bude I pred V, je to to isté ako VI
atoje6.)

Vytvorte kratky ndpis, do ktorého bude zakomponovany rok vasho
narodenia zapisany rimskym ¢islom.

Prepiste nasledujtce starogrécke ¢isla do sticasnej podoby: ¢’’’ a ,0’w’'nr’.
Napiste tri priklady kultar, v ktorych vznikol znak pre nulu.

Skuste vysvetlit, preco v semipozi¢nych d¢iselnych ststavach vznikla
potreba vyvinat znak pre nulu.

Preco nie st mayské ¢isla plne pozi¢nou stistavou?
Kde vznikla sacasna pozi¢na desiatkova ¢iselna ststava?

Kde vznikla semipozi¢nd ststava, ktora je povodcom delenia hodiny
na minaty, mintaty na sekundy...?

Uved'te aspon tri priklady semipozi¢nych diselnych ststav v historii
I'udstva s roznymi zakladmi.

10) Prepiste nasledujtce ¢isla do desiatkovej ¢iselnej stistavy: 1123, 101010,

5301e.

11) Zapiste ¢islo 81 do dvojkovej, Sestnastkovej a deviatkovej ¢iselnej ststavy.

12) Ktoré z nasledujtcich zapisov nie je platné oznacenie ¢isla: 101113, 569012,

5836, 3111, 5a8d16? Vysvetlite, preco.

13) Povedzme, ze v Mayskom kalendari je napisané ¢islo ako tri nad sebou

umiestnené vodorovné c¢iarky. Medzi ¢iarkami je rovnakd medzera. Je
tento zapis jednozna¢ny?

14) Mayovia pouzivali dvadsiatkova ¢iselnt ststavu. Kolkociferné by bolo

¢islo 6100 v mayskych ¢islach?

15) Kolkociferné by bolo ¢islo 6100 v patkovej ¢iselnej ststave?

16) Aké je najvidcsie 8-ciferné ¢islo v dvojkovej ¢iselnej ststave?
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RieSenia

1) DCCLVI =756

2) Ak by bol rok narodenia napriklad 2007, ¢o sa v rimskych ¢islach zapise
ako MMVI]I, tak stac¢i vymysliet niec¢o ako: ,,asI MaM Int Vedomost.” Na
poradi pismen nezélezi, iba tie, ktoré sa cislami, musia byt nejako
vyznacené - v tomto pripade ako vel'ké pismena.

3) 568 a 9880

4) Mayovia - prazdna lasttra, Mezopotamia - bodka na konci vety, India -
krazok

5) V semipozi¢nych stistavach je hodnota ¢isla zavisla aj od pozicie znakov

a ak je niektord pozicia prdzdna, treba to nejako oznacit, aby nevznikali

nejasné zapisy.

6) Pretoze nemaju samostatné znaky pre c¢isla jeden az 19. Tvoria ich

nepozi¢nym spdsobom.
7) 'V Indii.
8) V Mezopotamii - mala zaklad 60.
9) Mayska - 20, Mezopotamska - 60, Cinska - 10
10) 14, 42,1189
11) 10100012, 5116, 1009

12) 583¢, pretoze Sestkova ststava obsahuje iba ¢islice 0, 1, 2, 3, 4, 5.

)

)

)

13) Nieje. Moze ist o ¢islo 15, ak s tie tri ¢iarky na tej istej pozicii, ale aj o ¢islo
5-400+5-20 + 5 = 2105, ak stt kazd4 na inej pozicii.

14) 6100 =15 -400 + 2 - 20 + 0, takZe trojciferné.

15) Staci zistit, kol'ko mocnin pitky potrebujeme: 1, 5, 25, 125, 625, 3125 -
6-ciferné.

16) Mocniny dvojky: 0, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. Dalsia je 256 - to je prvé
devétciferné ¢islo. TakZe najvacsie osemciferné je 255.
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II. Prirodzené ¢isla

V tejto kapitole sa zozndmime s prirodzenymi ¢islami, ktoré sa pre ¢loveka
najprirodzenej$im spdsobom vyjadrenia poctu. Preskimame, ¢o do mnoziny
prirodzenych ¢isel patri, ako ju moZno definovat z hladiska matematiky aj
vyvinu dietata. UkaZzeme si rozdiely medzi kardindlnym a ordindlnym
vyznamom ¢isla, predstavime rd6zne modely prirodzeného ¢isla a pozrieme sa
aj na to, ako sa dieta krok za krokom dostava k abstraktnému chédpaniu ¢isel.
V neposlednom rade sa dotkneme aj nekonec¢na a otazky: Kol'ko je vlastne
prirodzenych ¢isel?

Prirodzené ¢isla st prvymi, s ktorymi sa stretdvame nielen vo vyvoji I'udstva,
ale aj vo vyvine jednotlivca. V oboch pripadoch vznikli prirodzené c¢isla
postupne od tych najmensich ¢isel ako odpoved na potrebu vyjadrit pocet
predmetov. U malych deti moéZeme pozorovat, ako sa ich mnoZina
Napokon, aj z predchadzajicej kapitoly je zrejmé, Zze ludstvo poznalo
spociatku len obmedzené mnozstvo prirodzenych ¢isel, ktoré stacili beznym
I'ud'om vyjadrovat bezné kvantity.

Mnozina prirodzenych ¢isel

Mnozina v8etkych prirodzenych ¢isel sa oznac¢uje velkym pismenom N, ktoré
sa zapisuje v Specidlnom matematickom $tyle zvanom , blackboard bold” alebo
,doublestruck.” Tento §tyl sa pouZziva na oznacenie $pecidlnych mnozin. N je
odvodené z anglického ,natural.” Tu treba poznamenat, Ze pod pojmom
mnozina prirodzenych ¢isel niekedy chapeme mnoZinu, ktorej prvym prvkom
je nula a niekedy mnozinu, ktorej prvym prvkom je jednotka. Preto poznadme
dve mnoziny prirodzenych c¢isel. Prirodzené ¢isla s nulou N, a prirodzené
¢isla bez nuly N.

Mnozina prirodzenych ¢isel sa najcastejSie definuje pomocou tzv.
nasledovnika. To znamen4, Ze prijmeme prvé prirodzené ¢islo a povieme, ze
¢islo o jednotku vacsie bude jeho nasledovnikom. Oznac¢ime ho S(n). Zakladné
vlastnosti z tohto ponatia vychadzajtace sa zhrnuté do Peanovych axiém. (Ich
autorom bol Giuseppe Peano 1858 - 1932.) Pripominame, Ze axiémy su
zékladné tvrdenia, ktoré sa nedokazujt. Prijimaja sa ako pravdivé a na nich st
postavené dalsie vety. Pozname pét zakladnych Peanovych axiom:

P1: 0 € Ny (Nula patri do mnoziny prirodzenych ¢isel.)
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P2: n € Ny, = S(n) € Ny (Ak ¢cislo n je prirodzené, tak aj jeho nasledovnik je
prirodzené ¢islo.)

P3: n € Ny = S(n) # 0 (Nula nie je nasledovnikom Ziadneho prirodzeného
¢isla.)

P4: mneNyAS(m)=S(n) > m=n (Ak maja dve prirodzené ¢isla
zhodnych nasledovnikov, musia byt aj tieto dve ¢isla zhodné.)

P5: McNyp,0eEMAmeM=Sn)eM)=M=N, (Ak pre nejaka
podmnoZinu, ktord obsahuje nulu, mnoziny prirodzenych cisel plati, Ze pre
kazdy jej prvok je platné, Ze aj jeho nasledovnik patri do tejto mnoziny, tak tato
mnoZzina je totoZnad s mnoZzinou prirodzenych ¢isel.)

Ked ktymto piatim axiémam priddme eSte axiomy o s¢itani a nasobeni,
dostdvame kompletni Peanovu aritmetiku, teda dplny formalny zaklad
prirodzenych ¢isel.

Scitanie
P6: neNy=n+0=n,
P7: mneNy,=>m+Sn)=S(m+n).

Axiéma P7 hovori, Ze stctom ¢isla m a nasledovnika ¢isla 7 je nasledovnik ich
suctu. Prepisané beznym spésobom: m+ (n+1) = (m +n) + 1.

Nasobenie
P8: neNy,=n-0=0,
P9: mneN,=m -S(n)=m-n+m.

Pre tplnost prepiSeme poslednti axiému pomocou operdcie +1 namiesto
nasledovnika: m(n+1) =m-n+m.

Druhy pristup zavedenia prirodzenych ¢isel je mnoZzinovy. Prirodzené ¢isla sa
definujt ako pocet prvkov nejakej kone¢nej mnoziny. Nula je po¢tom prvkov
prazdnej mnoziny. Jednotka je pocet prvkov mnoziny, ktord obsahuje iba jeden
prvok - prazdnu mnozinu, dvojka je pocet prvkov mnoziny, ktord je
zjednotenim predchadzajicej mnoziny a mnoziny, ktora obsahuje tato
predchadzajicu mnozinu atd'.

0=1{

1={{}

2={{, {h}

=11, L )
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Dolezité je poznamenat, Ze prirodzené ¢islo mdZeme chapat ako pocet prvkov
mnoziny iba vtedy, ak je tdto mnozina konec¢n4, t. j. ma konecne vela prvkov.
Tato myslienku bliZsie rozoberieme v nasledujtcej kapitole.

Pocet prirodzenych ¢isel

Ktovie, kedy presne vznikla otdzka, kol'ko je vsetkych prirodzenych ¢isel. Dnes
vieme, Ze ich je nekonec¢ne vela. Najmensich skolakov stale tdto myslienka
fascinuje. Je to totiz prvé stretnutie dietata s nekone¢nom. Pocet prirodzenych
Cisel, predstava, ako mozeme donekone¢na pridavat d'alsie a d'alsie ¢islo bez
obmedzenia, to je nieco, ¢o sa v beznom Zivote nevyskytuje.

Matematicky by sme mohli Tahko dokézat, Ze pocet prirodzenych dcisel je
skutocne nekone¢ny. Uvedieme len zdkladnd myslienku doékazu sporom:
Predpokladajme opak - prirodzenych ¢isel je konec¢ne vel'a. Potom ale existuje
najvacsie z nich. K tomuto najviac¢siemu ¢islu vieme pripocitat jednotku, ¢im
dostaneme ¢islo, o ktorom vieme dokazat, Ze je vacsie. Podla predpokladu ale
nemoze patrit medzi prirodzené ¢isla, ale ono prirodzenym ¢islom je. To je spor
s predpokladom, takze plati povodné tvrdenie, Ze prirodzenych cisel je
nekonecne vela.

Ako velké je toto nekone¢no? Je aj nekone¢no prirodzené ¢islo? Je nekonecno
to najvéacsie prirodzené ¢islo?

Nekonecno nie je prirodzené ¢islo, méZeme ho nazvat kardindlnym ¢islom,
ktoré oznacuje pocet vSetkych prirodzenych ¢isel, ale samo prirodzenym
¢islom nie je. Neplatia pren ani zakladné vlastnosti, ktoré prirodzené ¢isla majua.

.....

Preco a ako to funguje?

O pocetnosti mnozin musime vediet jednu vec - pocet prvkov dvoch mnozin
je rovnaky, ak vieme vytvorit jedno jednoznacné (bijektivne) priradenie
prvkov jednej mnoziny k prvkom druhej mnoziny. Predstavit si to mozeme
napriklad tak, Ze jedna mnozina bude mnozinou izieb v hoteli a druhu
mnozinu buda tvorit hostia. Ak sa podari ubytovat vSetkych hosti tak, ze
v kazdej izbe bude presne jeden host, tak izieb aj hosti je rovnako vela. Tento
prosty princip vieme pouZit aj na nekonecné mnoziny. A teraz sa vratime
k tomu, preco je nekonecno + 1 stdle to isté nekone¢no. Namet pochadza
z prednasok Davida Hilberta (Hilbert, 2013).

Mame nekonecne vela izieb - mo6zu byt napriklad ocislované ¢islami od 1, 2,
3, ..., ale hostia st o¢islovani ¢islami od 2, 3, ... Je hosti ojedného menej?
Predchadzajiaci odsek nas naucil, Ze ak vieme hosti ubytovat tak, aby sa
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obsadili vSetky izby, tak je ich rovnako vela. A my to spravit vieme -
jednoducho kazdy host bude byvat vizbe, ktord méa o jednotku mensiu
hodnotu ako ¢islo, ktoré mu bolo pridelené. Host ¢islo 2 bude byvat na
jednotke, host ¢éislo 3 na dvojke atd’. KedZe sme nasli sposob, ako to urobit, tak
ich musi byt rovnako vela.

Rovnako vieme ukazat aj zaujimavejsie tvrdenia - parnych ¢isel je rovnako
vela ako vsetkych prirodzenych ¢isel. Intuicia ndm mozno navrava, Ze ich je
predsa polovica, ale pozor! Polovica z nekonec¢na je zasa nekonec¢no! Kazdy
host bude byvat v izbe, ktorej ¢islo je polovicou prideleného ¢isla daného hosta.
Host ¢islo 2 bude byvat na jednotke, host ¢islo 4 na dvojke, host ¢islo 6 na
trojke, host ¢islo 100 na izbe ¢islo 50 atd’. Takto bezpochyby obsadime vsetky
izby prave jednym hostom.

V skutocnosti je pocet vSetkych prirodzenych ¢isel to najmensie nekonecno,
a preto kazda jeho nekone¢na podmnoZzina ma presne tol'ko isto prvkov ako
cela mnozina prirodzenych ¢isel.

Jednoduché vysvetlenie na priklade nekone¢ného hotela ndjdete napr. aj
na tejto stranke: https:/ /www .jankafialka.sk/?p=70, ktora ¢erpala inSpirdciu
z knihy Rozhovory o mnoZindch (Vilenkin, N. J., 1972).

Vyvin pohl'adu na prirodzené ¢islo u dietata

Pre nés dospelych je prirodzené ¢islo pomerne abstraktnym pojmom. Vieme si
pod nim predstavit konkrétny model - pitka je pocet prstov aj ¢islo na dome
podla situdcie, ale celkom dobre vieme pracovat s patkou aj bez akejkol'vek
konkrétnej predstavy. Toto je turoven, ku ktorej sme sa vSetci museli
dopracovat pomocou mnohych pozorovani a Gvah, na ktoré sme uz mozno aj
zabudli. Uc¢itel matematiky tato cestu musi poznat, aby porozumel svojim
ziakom a pomohol im napredovat.

Poznavaci proces (nielen pokial ide o ¢isla) je v konstruktivistickom chapani
podl'a Milana Hejného ¢leneny do piatich faz:

1. Motivacia - aby vobec mohlo poznavanie zacat, musi byt dieta
motivované. Tu mdme, samozrejme, na mysli vnatornti motivaciu
vychadzajtcu z rozporu - toto neviem, ale chcem to vediet. V pripade
¢isel je to napriklad situacia, kedy dieta vidi sedem gul'6¢ok, ale vie
napocitat iba do péat. Vznikne vnatorné napitie, pretoze dieta chce
povedat, kol'ko ich tam vidi, ale vhodny pojem v svojej slovnej zasobe

nenachadza.
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2. Izolované modely - vtejto faze sa dieta postupne oboznamuje
s roznorodymi modelmi ¢&isel. Vidi dve koless, dve jabl¢ka, dvojku
na vytahu. Cim je tychto sktsenosti viac, tym skor sa za¢nt prepéjat az
pride k tzv. prvému abstrakénému zdvihu, ktory posunie poznavaci
proces do tretej fazy:

3. Univerzalne modely - dieta uz vie, Ze dvojka je spolo¢nym pojmom pre
véetky pripady izolovanych modelov. Ze véetky tieto konkrétne modely
sa v nej skryté a dokaze s tiou pracovat. Pri tazsich tlohach sa moze
opriet o niektory vhodny izolovany model. Ak potrebuje sc¢itat dve
a dve, nema problém zvolit si izolovany model - napriklad dva prsty
a pomocou neho tlohu vyriesit. Chape, Ze tento vysledok nie je zavisly
od volby modelu. Ak by si vybralo dve gul'6¢ky, urcite by mu vysiel
rovnaky vysledok.

4. Abstraktné poznatky- po nazhromazdeni velkého mnoZstva
univerzalnych modelov prichddza druhy abstrakény zdvih, ktory
vytvori abstraktny poznatok. VidcSina matematickych viet je
abstraktnych, apreto nevhodnych pre dieta, ktoré nepreslo
predchadzajtacimi fdzami. U¢itel nemoze prist za prvdkmia povedat im,
ze sucet dvoch parnych dcisel je vzdy parny, pretoze tieto deti eSte
nemaju abstraktny poznatok pojmu parne ¢islo.

5. Krystalizacia - posledna faza poznavacieho procesu je velmi dolezita.
Ziadny poznatok nie je hotovy. Ked’ sa nie¢o nau¢ime, nie je to vytesané
niekde v nasich hlavach a ulozené navzdy. Kazdy poznatok sa neustale
preveruje, upravuje, dopltia. Do univerzalnych modelov sa pridavaju
nové izolované modely. Napriklad, ak sa dieta prvykrat stretne s ¢islom
ako poradim aZ potom, ¢o uz ma vytvoreny model ¢isla len na zaklade
modelov mnoZstevnych, preveri, ¢i je tento model v sdlade sjeho
doterajSou predstavou. Ak ano, pridd ho, ak nie, musi pretvorit celta
poznatkovu struktaru tak, aby nevznikali rozpory.

Kvalitné poznatky teda nevznikaja prenesenim. Ak dietatu odovzdame
hotovy abstraktny poznatok a ono si ho zapamita, vznikne formalny poznatok.
Tento poznatok je casto uloZeny len ako pamitovy zdznam a dieta ho
nedokéze vyuzit pri rieSeni tloh, s ktorymi sa eSte nestretlo. Ak chceme, aby
dieta ziskalo dany abstraktny poznatok, musi samo prejst celt cestu
od motivdacie, izolovanych modelov, cez univerzalne modely aZ po abstraktny
poznatok a jeho krystalizaciu. To je dlha cesta a nie vZdy je na ru ¢as. Dobra
sprava ale je, Ze ak deti maju vela skusenosti s vytvorenim abstraktného
poznatku tymto sposobom, dokdZu aj prineseny hotovy abstraktny poznatok
zaclenit do svojej poznatkovej Struktary tym, ze si sami dotvoria izolované
a univerzalne modely.
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Modely prirodzeného ¢isla

NajcastejSie sa stretdvame s tvrdenim, ze dcisla sa vyskytuji v dvoch
zékladnych podobéach - ¢islo ako mnoZstvo, inymi slovami kvantita
(kardinélne ¢islo) a ¢islo ako poradie (ordinédlne ¢islo).

Zéakladny rozdiel je v tom, Ze ¢islo bud’ oznacuje pocet nie¢oho, mnozstvo
gul'ocok, pocet krokov, ktoré musim urobit - vtedy je ¢islo vo vyzname
kvantity - kardindlne ¢islo. Prave tieto modely pouZivame prednostne na
zavadzanie zdkladnych aritmetickych operacii- scitanie ako pridavanie,
odc¢itanie ako odoberanie.

Cislo vo vyzname poradia - ordinélne ¢&slo - mé savislost s mnoZstvom.
Napriklad ozna¢ime domy na ulici ¢islami - prvy bude mat jednotku, d'alsi
dvojku atd’. Potom ¢islo domu zaroven hovori o tom, kolko domov (vratane
tohto) sa nachadza na ulici pred nim. Podobne mo6zeme oznacit krokovaci pas,
poschodia, poli¢ka v hre Clovéce, nezlob se! a operacie zavadzat cez operatory,
ktoré uz sa vo vyzname kvantity - o kol'ko sa posuniem? Takéto modely sa
nazyvaju adresno-operatorové ast vhodnym doplnenim sStandardnych
mnoZzstevnych modelov.

ROLE CISEL V REALITE \ OTAZKA  PRIKLADY j
I
1 | POCET | KOLIK? 20 kuli¢ek, 3 hrnky,
| 1 000 000 obyvatel
— STAX\' — - - ! 5 5 _ ’_ ~ ) _ S
2 PORADI ‘ KOLIKATY? | 3. misto, 5. mésic
B MIRA | KOLIK? 10 em, 250 K¢, 23 °C, 8 m’...
- ) - ZMENY ‘ O KOLIK? | odebrat 3 kusy, zmensit 2 x
- OPERATOR —— . . =
5 POROVNANI KOLIKRATrj VySSio 6 cm, 3 X méné
6 | ADRESA ‘ KDE? KDY? | pozice Sachové figurky, rok 2008
— OZNACENI [— P o
7 KOD ] cor ‘ 68 (oznaceni hrage), ddlnice D1

Obrazok 14. Modely ¢isla (Hejny - Kufina, 2015, s. 98)
S podrobnejsim ¢lenenim modelov ¢isel sa stretdvame v publikdcii Dité, skola
a matematika (Hejny - Kufina, 2015) - pozri obrazok 14.

Tu st modely c¢isel rozdelené do troch skupin:

1. Stav- ¢islo popisuje stav, wurcitad zatial nemennd situdciu.
Predchadzajice delenie na kardinélne a ordindlne ¢islo je v tomto ponati
iba dvoma podskupinami tejto vel'kej skupiny.
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2. Operator - ¢islo popisuje zmenu povodného stavu alebo porovnava dva
rozne stavy.

3. Oznacenie v matematike nepouZzivame tak c¢asto, ale nesmieme zabudat,
ze dieta vnima aj tieto ¢isla a bola by skoda nevyuzit ich na r6zne hry -
~Ndjdite auto, ktoré ma najviacsie ¢islo v Spz!1“

Podrobnejsie rozoberieme model adresa: konkrétnych modelov C¢isel
vo vyzname adresy najdeme vela. Nie vzdy musi ist o poradie, kde sa presne
a postupne pouzivaju vsetky prirodzené d¢isla: ¢isla domov (parne vlavo
anepdrne vpravo), datum, rodné ¢islo (prvych 6 dislic, posledné Styri su
diskutabilné - ak sa pridel'uju po poradi, ide o adresu, ak ndhodne, tak je to iba
kod).

Adresa moZe byt linearna - roky, ¢isla domov, alebo cyklicka - hodiny, dni
v tyzdni, dni v mesiaci. V modeli cyklickd adresa sa po urc¢itom pocte ¢isel opat
vratime k prvym ¢islam. Pekne to ilustruje napriklad posun o jednotku. Ak je
nedela- siedmy den vtyzdni- amy sa posunieme o jednotku, bude
pondelok - prvy deti v tyzdni. V modeli linedrna adresa sa toto neudeje. Po
najvacsom cisle je koniec, nevratime sa zasa na zaciatok. Ak sme na konci ulice,
nemozeme sa uz posunut o dom d’alej a zazracne sa objavit na zaciatku pri

prvom dome. (Ak to nie je kruhova ulica & )

V pripadoch, kedy ¢islo je uz iba ozna¢enim bez prepojenia na nejaké mnozstvo,
hovorime o ¢isle ako kéde astakymto c¢islom uz nemd zmysel pocitat.
Typickym prikladom ma byt nové rodné Ccislo, ktoré méa byt dplne
bezvyznamové - pocita¢ kazdému obcanovi ndhodne prideli desatmiestne
¢islo.

Niekedy vsak ¢islo na prvy pohlad nemé ziadne prepojenie na konkrétne
mnozstvo: napr. SPZ aut. Ak sa ale vyberieme na dopravny inspektorat
a zistime spdsob pridelovania, uvidime, Ze ¢isla sa pridelované postupne
podla jasne uréeného systému, a preto by sme mohli aj SPZ povazovat za
konkrétny model linearneho adresovania.

Na adresnych modeloch prirodzenych ¢isel sti postavené adresno-operatorové
modely, ktoré st velmi vhodnym néstrojom pri zavadzani aritmetickych
operdcii, ako je sc¢itanie a odc¢itanie. Najznamej$im takymto modelom je tzv.
krokovanie - kedy dieta pouZiva krokovaci pas, na ktorom st vyznacené ¢isla.
Tieto ¢isla st teda adresnym modelom a dieta dostava pokyny v podobe
operatorov - o kol'ko sa ma posuntt a ktorym smerom. Cislo, na ktorom skon¢4,
sa stava vysledkom operacie s¢itania alebo od¢itania. Je to Gplne iny model ako
klasicky, kde ¢islo modelujeme ako mnozZstvo, z ktorého odoberame alebo
pridavame. Dovod, preco je doleZité pouZivat aj adresno-operatorové modely,
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spociva nielen vo variabilite sktsenosti, ale aj v moZnosti jednoduchym

sposobom otvorit cestu do ¢isel zdpornych. O tom sa viac docitate v kapitole

Celé ¢isla.

Co si zapamadtat?

Prirodzené ¢isla vyjadruji pocet objektov alebo poradie a oznacuja sa
N alebo N, (bez nuly alebo s nulou).

Existuja dva hlavné pristupy k ich definicii:

o pomocou nasledovnika (Peanove axiémy),

o pomocou poc¢tu prvkov kone¢nych mnozin.
Pocet prirodzenych ¢isel je nekone¢ny, ale nekonec¢no nie je prirodzené
¢islo.
Rovnaky pocet prvkov mozu mat aj iné nekonecné mnoZiny - doleZité
je jednojednoznac¢né priradenie (napr. prirodzené vs. parne ¢isla).

Dieta prechddza v poznavacom procese zvidcsa tymito piatimi fazami:
motivdcia, izolované modely, univerzalne modely, abstraktné poznatky
a krystalizacia.

Modely prirodzeného ¢isla mozeme delit na:
o Kvantitativne (kardinélne) - pocet objektov.
o Poradové (ordindlne) - poradie v rade.
Alebo podrobnejsie:
o Stav - pocet, poradie, miera
o Operéator - zmeny, porovnania
o Oznacenie - adresa (linearna, cyklicka), kod.

Doélezité je kombinovat ré6zne modely pri vyucovani, aby deti vytvarali
pevné abstraktné poznatky.
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Ulohy

1)

2)

8)

9)

Ktord mnozina md najviac prvkov: N, Ny alebo mnozina vsetkych
neparnych cisel?

V ktorej faze poznavacieho procesu pokial ide o s¢itavanie prirodzenych
¢isel sa nachddza diet’a, ktoré vidi, Ze dve a dve gul'd¢ky st spolu Styri, ale
ak dostane dve a dve babiky, musi si ich znovu prepocitat?

Vymyslite konkrétnu slovnt tlohu z prostredia dopravného inspektoratu,

kde pouZijete ¢isla SPZ ako model prirodzeného ¢isla vo vyzname linearnej
adresy.

Aky model ¢isla reprezentuje osemdesiatka na dopravnej znacke
zakazujacej ist vys$sou rychlostou?

Aky model ¢isla reprezentuje dvanéstka na hodinovom ciferniku?
Aky model ¢isla reprezentuje ¢islo futbalového hraca?

Vymyslite dlohu, v ktorej bude modelovany priklad 4 + (alebo —) 2, pricom
¢islo 4 bude v podobe linedrnej adresy a 2 bude operator porovnania.

Vymyslite tlohu, v ktorej bude modelovany priklad 5 + (alebo —) 1, pricom
¢islo 5 bude v podobe pocet a 1 bude operator zmeny.

Ktoré z nasledujacich prikladov st prikladmi kardindlneho ¢isla: pocet
kariet v bali¢ku, oznacenie poschodia vyskovej budovy, ¢islo autobusu,
telefénne ¢islo?

10) Ktoré z predchéadzajucich prikladov st prikladmi ordinalneho ¢isla?

11) Existuje najvacSie prirodzené ¢islo?

12) Hovorime, Ze mnoZina je uzavreta vzhladom na nejaka operaciu, ak pre

I'ubovolné jej dva prvky plati, Ze vysledok bude tiez patrit do tejto
mnoziny. Pre ktoré z operacii: s¢itanie, od¢itanie, ndsobenie a delenie je

mnoZina prirodzenych ¢isel uzavreta?
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RieSenia

1)
2)

3)

8)

9)

Vsetky tri spomenuté mnoziny majt rovnako vela prvkov.

Vo faze izolovanych modelov. Zatial iba zbiera sktisenosti na konkrétnych
modeloch ¢isel.

Napriklad: ,Cakam v rade na ingpektorate, predo mnou sedia este dvaja
akatelia na pridelenie novej SPZ. Prave vysiel &lovek snovucickou
SPZ-tkou TT-078-TT, pred nim bola TT-077-TT, aké ¢islo
dostanem?” Odpoved: TT-081-TT.

Stav - miera, pretoZe sa fiou mysli 80 km/h.
Oznacenie - adresa cyklicka.
Oznacenie - kéd.

Napriklad: ,Byvam na $tvrtom poschodi. Mama byva o dve poschodia
vyssie (niz8ie). Na ktorom poschodi byva mama?” Odpoved" na Siestom
(na druhom).

Napriklad: ,Mam 5 jablk. Sestra mi jedno prida (zje). Kol'ko jablk budem
mat?” Odpoved 6 (4).

Pocet kariet v balicku.

10) Oznacenie poschodia vyskovej budovy.

11) Najvéacsie prirodzené ¢islo neexistuje.

12) Séitanie a nasobenie.
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III. Celé ¢isla

Kapitola o celych ¢islach nadvédzuje na predchddzajiace poznatky o prirodze-
nych ¢islach aukazuje, preco sme ich museli rozsirit o zaporné Ccisla.
Vysvetlime si, ako sa daju celé ¢isla matematicky konstruovat, ako sa objavili
v histérii a ako s nimi pracovat pri vyucbe. Spozndme rdzne modely, ktoré
pomahaji detom porozumiet nielen kladnym, ale aj zapornym d¢islam -
napriklad pomocou gul6¢ok, krokovania alebo teplomeru. Dotkneme sa aj
pojmu absolttna hodnota a pozrieme sa, ako sa zaporné cisla postupne
prijimali v matematike aj v skolach.

Mnozina celych cisel

Mnozina celych ¢isel je tym najjednoduch$im roz$irenim mnoziny
prirodzenych ¢isel. Mnozina vsetkych celych ¢isel sa oznacuje pismenom Z
(z nemeckého zahlen). NajpouzivanejSie podmnoziny st: Z~ ako mnoZzina
zapornych celych ¢isel, Z; ako mnozina zdpornych celych ¢isel snulou.
Moézeme tiez napisat Z* a Z§ ako mnozina kladnych celych ¢isel a kladnych
celych ¢isel aj s nulou. Tieto st ale totozné s mnozinami N a Nj. Stretnat’ sa
moZeme s oboma zapismi.

Pocet celych cisel

Celych ¢isel by malo byt dvakrat tol'ko ako prirodzenych ¢isel. Prirodzenych
¢isel je nekonecne vela az predchadzajacej kapitoly vieme, Ze pocitanie
s nekone¢nymi ¢islami nefunguje tak isto ako s ¢islami kone¢nymi. TakZe to, ze
ich je dvakrat tol'ko, nie je postacujica odpoved. Musime skusit, ¢i ich
nahodou nebude rovnako vela. Ak ano, tak by sme mali byt schopni ndjst
priradenie, pri ktorom kazdému celému ¢islu priradime préave jedno
prirodzené ¢&islo. To, v skuto¢nosti, nie je Ziaden problém. Staci celé cisla
zoradit do takejto nekonecnej postupnosti: 0,1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, =4, ... v tejto
postupnosti st vetky celé ¢isla a ked'Ze je to postupnost, kazdy prvok ma svoje
poradové cislo. Poradové ¢isla vytvaraji mnozinu prirodzenych ¢isel. Takze

celych cisel je skutoc¢ne tak isto vela ako prirodzenych cisel.

Pod'me sa teraz pozriet, ako sa v matematike konstruuje mnozina celych ¢isel
pomocou relacie ekvivalencie na dvojiciach prirodzenych cisel.
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Konstrukcia mnoziny celych ¢isel

Ak by sme poznali iba prirodzené ¢isla, mali by sme jeden vazny problém.
Mnozina prirodzenych ¢isel nie je uzavretd vzhladom na operaciu odc¢itania.
To znamen4, Ze ked vezmeme dve prirodzené ¢isla, vysledok od¢itania nemusi
patrit do mnoziny prirodzenych cisel. To je dovod, preco potrebujeme
mnozinu rozsirit aj o zaporné ¢isla.

V matematike je mnozina celych ¢isel definovana cez triedy ekvivalencie
usporiadanych dvojic prirodzenych ¢isel. Toto znie velmi odborne. Pod'me si
to rozobrat.

Zakladom konstrukcie celych ¢isel je tzv. reldcia ekvivalencie - to je isty typ
relacie - teda vztahu medzi dvoma prvkami, v tomto pripade medzi dvoma
usporiadanymi dvojicami prirodzenych ¢isel. Usporiadand dvojica znamena,
ze dvojice [1, 2] a [2, 1] st rOzne. Zalezi ndm na poradi. A na mnozine vsetkych
moznych takychto usporiadanych dvojic prirodzenych ¢isel vytvorime reléciu,
ktora hovori, ze dvojice [a,b],[c,d] sa v relacii, ak plati a+d =b +c. Co
vlastne znamend, ze a — b = ¢ — d. Priklad: [3, 7] je v relAcii s [0, 4] aj s [2, 6]

ako prvy prvok dvojice.

Tato relacia ma také vlastnosti, ktoré ju robia reldciou ekvivalencie. Téme
binarne relacie aich vlastnosti sa hlbsie venuji iné publikacie (napr.: Hic -
Pokorny, 2010). Kazda reldcia ekvivalencie vytvara na mnozine vsetkych
usporiadanych dvojic prirodzenych cisel triedy ekvivalencie - teda skupiny
prvkov, ktoré budu tvorit jeden celok - celé ¢islo. Napriklad dvojice [12,13], [4,
5], [0, 1], ... sti r6zne oznacenia toho istého celého ¢isla —1.

Zaporné cisla v historii

Historicky prvy narod pouZivajtci zaporné ¢isla bola staroveka Cina. Uz v 20.
stor. pred n.l. vknihe Matematika v deviatich knihich boli zaporné ¢isla
pouzivané rovnako c¢asto ako kladné pri rieSeni sastav rovnic. Pri praktickom
pocitani boli pouzivané dva druhy pocitacich pali¢iek: cervené (cheng)
oznacovali kladné ¢isla a ¢ierne (fu) zasa zaporné ¢isla. Toto farebné odliSenie
sa zachovalo aj v neskorsej knihtlaci.

V eur6pskej matematike sa zadporné ¢isla objavili ovel'a neskor. Pojem ¢isla ako
takého bol casto zaloZzeny na geometrickom chépani - ¢isla boli chapané ako
dizky useciek, obsahy ploch a pri takomto nazerani zaporné ¢isla nedavaju
zmysel. Ulohy, ktoré viedli k zdpornym vysledkom, sa jednoducho oznaéili za
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neriesitelné. Az v 16. storo¢i sa postupne a vel'mi pomaly zacali zaporné ¢isla
uznavat za platné.

Tento obrovsky rozdiel medzi vychodnou a zdpadnou matematikou bol zrejme
sposobeny pouzivanim rozdielnych modelov ¢isel. Modelom prirodzenych
¢isel sme venovali poslednt podkapitolu predchadzajicej kapitoly. Teraz
zavedieme modely, ktoré st od nich odvodené a daja sa dobre pouzit aj na celé
¢isla.

Modely celého cisla

Na tomto mieste spomenieme dva zdkladné navzdjom radikdlne odlisné
pohlady na celé ¢islo. V didaktickej praxi aj tu plati, Ze pre spravne pochopenie
celych ¢isel je vhodné, aby ziaci poznali oba.

Opozitné mnoZstevné modely

Podstatou tychto modelov je reprezentdcia ¢isel mnoZstvom, pricom ale
pozname dva typy ¢isel, ktoré st opaénej kvality. V starovekej Cine pracovali
s takouto predstavou celého ¢isla a museli poznat aj skuto¢nost, Ze jedna ¢ierna
palicka s jednou ¢ervenou davaji spolu nulu - navzajom sa zrusia - ako hmota
s antihmotou.

Model gul'6¢ky: zmiznutie dvojice opozitnych predmetov sa znazornuje tazsie,
ale pomocou digitalnych technol6gii to nie je problém- vid
https:/ /www .jankafialka.sk/?page_id=32. Tato aplikdcia ndzorne ukazuje, Ze

z Xz

kazdé celé ¢islo modZe byt reprezentované réznymi dvojicami prirodzenych
&isel. Kladné ¢isla st ¢ervené gul6¢ky, zaporné ¢isla modré gul'oc¢ky. Cislo —1
moze byt jedna modra gul'dcka alebo dve modré ajedna cervena alebo tri
modré a dve Cervené atd. Opacné guldcky (modra s ervenou) sa totiz po
stretnuti navzdjom zrusia a zasa naopak kedykolvek mozeme pridat dvojicu
¢ervend - modrd bez zmeny hodnoty daného celého ¢isla. VSimnime si
podobnost s postupom, ako je mnozina celych ¢isel skonstruovand z mnoziny
prirodzenych ¢isel pomocou usporiadanych dvojic.

Dalsim prikladom opozitného mnozstevného modelu mézu byt napr.: kredit
a debet na tcte (tu je ale problém so zndzornenim situécie 2 — (=3): Ako mozem
odobrat’ dlh 3 eurd, ked’ som mal na tcte 2 eura? Museli by sme si stav aétu
predstavovat’ dvojicou cisel - napriklad médme debetnti a kreditna kartu. Na
debetnej mdme 2 eurd ana kreditnej 0 (kreditnd karta urcuje nas dlh voci
banke). Na8 majetok je teda 2 eura. To by ale bol aj v pripade, keby sme mali na
kreditnej karte 3 eura a na debetnej 5 eur. Teraz méZeme dlh 3 eurd odobrat...
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Ako ilustrovat operécie scitania a odcitania na opozitnych mnoZstevnych
modeloch v stru¢nosti popiseme na priklade modrych a ¢ervenych gul'6¢ok.

S¢itanie = , pridavanie.” Napr. 2 + (—3) zakreslime ako dve ¢ervené gul'ocky,
ku ktorym priddme tri modré. Po vzajomnom zruseni dvoch dvojic vidime, ze
zostane jedna modra = —1.

Odgc¢itanie = ,,odoberanie.” Tu mdze nastat problém, Ze nemame ¢o odoberat’.
Vtedy si pomahame pridanim d’alsich dvojic ¢ervena - modra. Napr.: 2 — (=3)
zakreslime 2 cervené guldcky. Mame odobrat 3 modré, ktoré ale nemame.
Takze pridame k dvom cervenym este tri dvojice modra - ¢ervena a teraz uz
moZzeme 3 modré odobrat. Zostane 5 ¢ervenych.

Nasobenie vieme zasa znazornit pomocou modelu majetok - dlh, kde
nasobenie kladnym ¢islom je opakované pridavanie a nasobenie zdpornym
¢islom opakované odoberanie. Napriklad 3 - (—5) je dlh, ktory sa trikrat pridal
3. (=5) = (-5) + (-5) + (-5), takze vysledok bude —15. V priklade (-2) - 4 je
dvakrat odobratie majetku (-2) - 4 = — 4 - 4, ¢ize —8. Nakoniec (-3) - (-6) je
trikrat odobrany dlh, ¢o majetok navysi. (=3) - (—=6) = — (=6) — (—=6) — (—6), preto
bude hodnota +18.

Adresno-operatorové modely

V tychto typoch modelov mame niekolko typov ¢isel - prvé ¢islo je adresou -
miestom na &fselnej osi. Vysledok bude znova adresou. Dalej sa tu budu
nachddzat ¢isla v podobe operatorov, a to dvoch odlisnych opa¢nych kvalit.

Najzndmejsim adresno-operdatorovym modelom je krokovanie. V tomto
modeli st operatory dané ako pocet krokov dopredu, ak je operator kladny
a pocet cavacich krokov, ak je operator zaporny.

Zakladné postavenie je také, Ze sa pozerdme smerom ku kladnému nekonecnu.
S¢itanie je definované ako pohyb vpred - pridanie d'alsieho prikazu.

Odc¢itanie ako otocka. Takze, ak sme sa pozerali smerom ku kladnému
nekoneénu, minus spdsobi, Ze sa pozerame smerom k zdpornému nekonecénu.

Priklad 2 + (-3) reprezentuje situaciu - stojim na dvojke a potom urobim tri
cavacie kroky.

Priklad 2 — 3 reprezentuje odlisnt situaciu - stojim na dvojke, oto¢im sa
smerom k zdpornym ¢islam a pokracujem tri kroky vpred. (Vysledok je,
samozrejme, rovnaky ako v predchadzajicom priklade.)
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Takto mdZeme znazornit vsetky typy situdcii vratane dloh typu: -1 — (-2).
(Stojim na minus jednej, oto¢im sa a civam dva kroky - ctvam teda smerom
do kladnych ¢isel a vysledok bude jednotka.)

Spometime este bezne sa vyskytujici adresno-operatorovy model teplomer
alebo vytah. Pri tychto modeloch je prvé ¢islo znovu adresou. Operécia s¢itania
je posun hore alebo oteplovanie, operacia od¢itania je posun dole alebo
ochladzovanie. Problémom tychto modelov je vSak ich netaplnost - operétory
musia byt len kladné ¢isla - tazko si predstavime situaciu ochladenia o —2
stupne alebo posun o -2 poschodia. V didaktickej praxi sa takéto situdcie
vysvetlujua tak, Ze ochladenie o —2 stupne je oteplenie o 2 stupne, posun nahor
o —2 poschodia je posun nadol o dve poschodia a pod. CiZe tlohy so zapornym
operatorom (druhym ¢islom) sa prevedd na tlohy s kladnym operatorom
podla pravidiel:

a+(=b)=a-b>b
a—(—b)=a+b.
Kde g, b st prirodzené ¢isla.

DokéaZzeme ale dietatu presvedcivo vysvetlit, preco tieto pravidla platia? Alebo
eSte lepsie, vedeli by sme ho naviest na to, aby si samo takéto pravidla
z modelu teplomer alebo vytah odvodilo?

Absolatna hodnota

S problematikou zapornych ¢isel sa spdja este jedna matematicka operacia.
Absolatna hodnota ¢isla je definovand ako vzdialenost ¢isla na ciselnej osi
od nuly. Preto je jej hodnota vzdy kladna. Ulohy s absolttnou hodnotou riesia
ziaci ¢asto intuitivne ovela skor, ako sa im tento pojem predstavi.

Uz v prvych roénikoch zékladnej skoly riesia Ziaci zadania, v ktorych je alohou
od véacsieho ¢isla odcitat mensie ¢islo. V skutocnosti toto je sposob, ako sa
obchadza skutocnost, Ze mnozina prirodzenych ¢isel nie je uzavreta vzhladom
na operaciu odcitania. Odcitanie sa meni na absolttnu hodnotu vysledku
odc¢itania, ktortt hovorovo nazyvame aj rozdielom dvoch ¢isel. V matematike
je pojem rozdiel presne definovany ako vysledok operacie od¢itania, takze toto
hovorové chapanie nie je v stlade so zauZivanymi matematickymi pojmami.
Vopraxi sa ale vyuziva tak casto, ze ho nemodzeme tuplne ignorovat.
Matematicky korektnejSie by bolo nazyvat tato operaciu vzdialenostou dvoch
¢isel na ciselnej osi.

Takto hovorovo chdpany rozdiel (alebo vzdialenost ¢isel na ¢iselnej osi)
zapiSeme matematicky ako |a — b|, pricom vysledok nebude zavisiet od
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poradia, takze |a —b| = |b —al. Ziak pocita tak, Ze najprv zisti, ktoré ¢islo je
vdcsie a od toho odpocita to mensie.

Pri rieSeni aloh s absolatnou hodnotou si musime davat pozor, pretoze majt
¢asto dve rieSenia.

# Vzdialenost nezndmeho cisla a ¢isla 3 na ciselnej osi je 1. Aké je nezndme cislo?

Matematicky by sme tlohu zapisali pomocou rovnice s absolttnou hodnotou
|3 — x| = 1. Rovnice tohto typu rie$ime bud metédou pokus - omyl, alebo
rozdelenim na dve moZnosti: Bud’ 3 —x = 1,alebo x — 3 = 1. Z ¢oho vidime,
Ze tato rovnica ma dve rieSenia 2 a 4.

Co si zapamadtat?

o Celé ¢isla oznac¢ujeme Z (z nemeckého ,Zahlen” = ¢isla).
o Obsahujua vsetky prirodzené ¢isla, nulu aj ich zaporné naprotivky.
o Pocet celych ¢isel je rovnako nekonecny ako pocet prirodzenych ¢isel.

o Konstrukcia celych ¢isel sa da urobit pomocou usporiadanych dvojic
prirodzenych ¢isel.

o Zaporné ¢isla sa historicky pouzivali najskor v Cine pomocou farebnych

pali¢iek. V Eurépe boli dlho odmietané pre geometrické chapanie ¢isel
ako dizok.

e Dva zdkladné modely celych ¢isel:

o Opozitné mnoZzstevné modely - gul'6¢ky roéznych farieb sa rusia
(kladné + zaporné).

o Adresno-operatorové modely - pohyb po ¢iselnej osi (krokovanie,
vytah, teplomer).

e Absolatna hodnota ¢isla je jeho vzdialenost od nuly - vzdy kladna.

o Rozdiel dvoch ¢isel sa ¢asto chape ako absolatna hodnota ich rozdielu,
hoci matematicky ide o ,, vzdialenost.”

o Na pochopenie celych ¢isel je dolezité pouzivat viacero modelov, ktoré
dietatu umoznia vytvérat vlastné pravidl4 a porozumenie.
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Ulohy

1)
2)

Preco nemé zmysel oznacenie Z,?
Ktora z nasledujtcich mnozin mé najviac prvkov? Z, Ny, Z~, Z§

Ktory model celého ¢isla sa najviac podoba na konstrukciu mnoziny celych
¢isel cez usporiadané dvojice prirodzenych ¢isel?

Znazornite vsetky typy nasledujtcich tloh na modeli gul'ocky:
a) -6+ (-2),

b) -1-3,

c) 0-(-5),

d) 2-7.

Znazornite vsetky priklady z tlohy 4 na modeli krokovanie.
Znazornite vsetky priklady z tlohy 4 na modeli teplomer.

Vzdialenost neznameho ¢isla a ¢isla 5 na ¢iselnej osi je 7. Aké je nezname
¢islo?

Ktoré z nasledujacich dvojic ¢isel zodpovedaja celému ¢islu 2? [2, 0], [0, 2],
[10, 20], [245, 243].
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RieSenia

1)
2)
3)
4)
a)

d)
7)
8)

Pretoze mnozina Z obsahuje aj nulu.

Vsetky maja rovnako vela prvkov.

Akykol'vek opozitny mnoZstevny model.

Gul'6¢ky - modré znamenaja zaporné ¢islo, ¢ervené kladné.

Méam 6 modrych guld¢ok a priddm dalsie dve modré - vysledok bude 8
modrych.

Mam jednu modra gul'dcku a potrebujem odobrat tri cervené, pridam teda
tri dvojice ¢ervend - modra, tri cervené odoberiem, zostanti 4 modré.

Z ni¢oho mam vziat' 5 modrych, takze si pridam 5 dvojic modra - ¢ervena,
modré vezmem, zostane 5 cervenych.

%

Mam dve ¢ervené gul'6¢ky, potrebujem odobrat 7 ¢ervenych, dve vezmem
bez problémov, ale eSte potrebujem vziat 5, takze si priddam 5 dvojic
¢ervend - modré, ¢ervené odoberiem, zostane 5 modrych.

Krokovanie:
Stojim na policku ¢islo —6 a dva kroky cavnem, pridem na —8.

Stojim na policku ¢islo -1, oto¢im sa smerom k zdpornému nekonecnu
a idem tri kroky vpred, pridem na —4.

Stojim na nule, oto¢im sa smerom k zdpornym ¢islam a cavam 5 krokov,
pridem na polic¢ko s ¢islom 5.

Stojim na dvojke, oto¢im sa smerom k zapornym ¢islam a idem 7 krokov
dopredu, pridem na ¢islo -5.

Teplomer:

Musime pouzit pravidlo —6 + (-2) = -6 — 2. Potom uz len sta¢i predstavit
si, ze vonku je —6 stupriov a o dva stupne sa este ochladi.

Je —1 stupriov a ochladi sa o 3 stupne.

Musime pouzit pravidlo 0 — (=5) = 0 + 5. TakzZe je nula stupiiov a otepli sa
0 5 stuprniov.

St dva stupne nad nulou a ochladi sa o 7 stupriov.

-2 alebo 12.

Prvé a posledné.
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IV. Racionalne ¢isla

MnoZinu raciondlnych ¢isel potrebujeme preto, aby sme mohli bez problémov
sc¢itat, odcitat, nasobit’ aj delit. Vzhladom na vsetky tieto operacie je mnozina
raciondlnych ¢isel uzavreta. V tejto kapitole sa budeme venovat racionalnym
¢islam - cislam, ktoré mozeme zapisat vo forme zlomku s celoc¢iselnym
¢itatel'om a nenulovym celoc¢iselnym menovatelom. Postupne si vysvetlime,
ako takéto ¢isla vznikaji, ukdzeme rdzne zapisy racionalnych ¢isel (zlomky,
desatinné ¢isla, percentd, pomery) a dolezité pravidla pri praci so zlomkami.
Zameriame sa tiez na to, preco delenie nulou neddva zmysel, predstavime
modely, na ktorych moZno ilustrovat operacie so zlomkami a vysvetlime
pojem pomeru ako Specidlneho zapisu viacerych raciondlnych ¢isel s rovna-
kym menovatel om.

MnoZzina racionalnych ¢isel

Mnozina vsetkych raciondlnych ¢isel sa oznacuje velkym pismenom Q.
Podobne, ako pri mnozine celych ¢isel, aj tu pozname podmnoziny Q* pre
mnozinu kladnych raciondlnych ¢isel a Q- pre mnozinu zdpornych
raciondlnych cisel. Pripadne aj verzie snulou. Pismeno Qje pouzité
z anglického quotient - podiel. A prave ztoho vyplyva aj definicia cisel
patriacich do tejto mnoziny: Raciondlne ¢islo je také c¢islo, ktoré mozno

2 wo

zapisat v tvare zlomku, pricom citatel je lubovol'né celé ¢islo a menovatel je

2 vr

lIubovolné nenulové celé ¢islo.

Pocet racionalnych ¢isel

Raciondlne ¢isla tvoria dal$iu nekone¢ntt mnozinu. Zatial' vsetky, ktoré sme
spominali, mali rovnako vela prvkov. Overme, ¢i racionalnych ¢isel moze byt
takisto vela. Na prvy pohl'ad by sme mohli tvrdit, Ze tychto bude viac, ved’ ako
im moZzeme priradit nejaké poradie? Podla vel'kosti urcite nie, pretoze medzi
akymikol'vek dvoma raciondlnymi c¢islami vieme vzdy bez problémov ndjst
d’algie. Napr. medzi 0,12 a 0,13 mame napriklad 0,125.

Existuje ale iny sposob. Vytvorime tabul'ku vsetkych zlomkov - riadky tabulky
budt menovatele a stipce ¢itatele.

Na obrazku 15 vidime tabul'ku, ktora obsahuje vSetky mozné kladné zlomky.
Mame v nej nekonecno krat nekone¢no prvkov. Ruzova ciara zndzornuje
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postupnost, ako tieto zlomky vieme zoradit, a preto mozeme tvrdit, ze pocet
kladnych zlomkov je rovnaky ako pocet prirodzenych ¢isel. (Kazdy zlomok
dostane poradové ¢islo, ktoré je prirodzenym c¢islom.)

1/112/1 | 3/1 | 4/1] 51

1/2 | 2/2 | 3/2 | 472

1/3|2/3|3/3|4/3

174 | 2/4 | 3/14 | 4/4

1/5

Obrazok 15. Racionélne ¢isla v postupnosti

Lahko by sme mohli spominant postupnost kladnych zlomkov obohatit aj
o zaporné zlomky podobne, ako sme dokézali, ze celych ¢isel je rovnako vela
ako prirodzenych.

Samozrejme, v tabul'ke je kazdé raciondlne ¢islo zastipené nielen raz, pretoze
napriklad 1/2 je to isté racionalne ¢islo ako 2/4. My sme ale chceli dokazat, Ze
racionalnych ¢isel nie je viac ako prirodzenych a kedZe sme nasli mnozinu,
ktora obsahuje vsetky raciondlne ¢isla aj viackrét a td ma rovnako vela prvkov
ako mnozina prirodzenych ¢isel, tak modzeme povedat, Ze raciondlnych cisel
nie je viac ako prirodzenych. Avsak, kedZe mnozina prirodzenych ¢isel je
podmnoZinou mnoZziny raciondlnych ¢isel, tak plati: ,Raciondlnych ¢isel bude
rovnako vela.”

Vsetky nekone¢né mnoziny, s ktorymi sme sa doteraz stretli, maja teda
rovnako vela prvkov. Tyka sa to aj akychkol'vek ich nekone¢nych podmnozin.

# Aky je pocet vsetkych zlomkov, ktoryjch menovatel obsahuje cislicu 2?

Bude ich nekonecne vel'a a ked'Ze je to podmnozina mnoziny raciondlnych ¢isel,
tak presne tol'ko isto ako je prirodzenych ¢isel.

Konstrukcia mnoziny racionalnych ¢isel

Mnozina raciondlnych ¢isel ma za svoje podmnoziny aj mnoziny celych ¢isel
a mnozinu prirodzenych ¢isel, o znamen4, Ze kazdé prirodzené alebo celé ¢islo
je zaroveti raciondlnym cislom. Nadmnozinou mnoziny raciondlnych &isel je
mnozina redlnych ¢&isel. Cisla, ktoré patria do mnoziny realnych ¢&isel, ale nie
do mnoziny racionalnych ¢isel oznacujeme pojmom iracionalne ¢isla. St to napr.
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¢isla V2 - dlzka uhloprie¢ky stvorca so stranou 1, m - obvod kruhu

s priemerom 1 a iné.

V matematike je mnozina raciondlnych ¢isel definovana (velmi podobne ako
mnozina celych ¢isel v predchadzajtcej kapitole) cez triedy ekvivalencie
usporiadanych dvojic celych ¢isel s tym, Ze na druhom mieste nesmie byt nula.
Raciondlne ¢isla vznikaja ako naplnenie potreby zaviest takti mnozinu, ktora
bude uzavreta aj vzhladom na operéciu delenia, ¢o mnozina celych ¢isel nie je.
Relaciou ekvivalencie je vztah a-d = ¢ b pre dvojice celych ¢isel [a, b], [c, d],
ktoré si vieme celkom dobre predstavit aj ako zlomky a/ba c/d. T.j. dvojice [2,
3] = [4, 6] =[-20, =30] =... st r6zne oznacenia toho istého racionalneho ¢isla.

Mnozina raciondlnych ¢isel je uzavreta vzhladom na vsetky zakladné
matematické operdcie: s¢itanie, od¢itanie, ndsobenie aj delenie. To znamena, ze
moZzeme prevadzat akékolvek z tychto operacii, vzdy dostaneme vysledok,
ktory bude patrit do mnoziny racionalnych ¢isel.

Racionalne ¢isla na ¢iselnej osi

Kazdé racionalne ¢islo sa d4 umiestnit na ¢iselnt os. Postup néjdenia presného
umiestnenia je nasledovny. Rozdelime tse¢ku medzi nulou ajednotkou na
tol'ko casti, aky je menovatel zlomku. Tym dostaneme umiestnenie zlomku
1/m, Vzdialenost tohto zlomku od nuly potom staci naniest tol'kokréat, aky je
Citatel'.

Ked si predstavime vsetky raciondlne ¢isla umiestnené na ciselnej osi,
vSimneme si dve zaujimavé vlastnosti: vzdy vieme porovnat dve ¢isla podla
velkosti, ale nemozeme urcit, ktoré ¢islo je podla vel'kosti nasledujtce tak, ako
to bolo v mnozine celych ¢isel. (Po ¢isle 2, je d'alsim celym cislom ¢islo 3.)
V mnozine racionalnych ¢isel nie je mozné urcit susedné ¢islo. Ak by sme sa
rozhodli pre akokol'vek blizke ¢islo, vzdy vieme medzi tymito dvoma ¢islami
najst d'alsie racionalne ¢islo. Napriklad hladdme raciondalne ¢islo, ktoré je
najbliZsie k ¢islu Y2 a je od neho véacsie. Nech je nasim prvym tipom ¢islo %. Ale

1 3
—4=

medzi ¢islom V2 a % lezi urcite Cislo, ktoré je ich aritmetickym priemerom: *+* =

5 : e . renl NPT
5 A aritmeticky priemer dvoch racionalnych disel je znova racionélne ¢islo,

pretoZe ho ziskavame s¢itanim tychto dvoch ¢isel a vydelenim dvojkou. Takto
moZzeme pokracovat donekonecna. Nikdy nenajdeme medzeru. Takze ni¢ ako
susedné raciondlne ¢islo (podla vel'kosti) nemoze existovat.
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Zlomok

Racionalne ¢isla zapisujeme roéznymi spdsobmi. Za zdkladny spdsob sa
povazuje tvar zlomku. VSetky ostatné vieme na tento tvar prepisat.

. A Z.: N .. , v a oy
Zlomok je sposob zapisu ¢isla pomocou dvojice celych ¢isel —, pricom a sa
b
nazyva ¢itatel zlomku, b menovatel zlomku r6zny od nuly a tieto dve ¢isla st
oddelené zlomkovou ¢iarou.

Kazdé raciondlne ¢islo sa da zapisat nekoneénym mnoZstvom réznych
zlomkov, napr.:

2 4 6 -2 100

36 9 -3 150
Zlomok v zdkladnom tvare je taky zlomok, v ktorom ¢itatel a menovatel majt
najvacsieho spolo¢ného delitel'a jednotku, t. j. st nestidelitelné, NSD (g, b) = 1.

Kratenie zlomku je tprava zlomku na tvar, v ktorom zmensime citatela aj

100/10 _ 10 o . s
= —. Kratenim najvacsim
150/10 15

spolo¢nym delitel om ziskame zlomok v zakladnom tvare. NSD (100, 150) = 50,
100/50 _ 2

150/50 3’

menovatela vydelenim spoloénym delitel' om.

.....

nasobenim tym istym ¢islom. Tato Gpravu pouzivame, ak chceme scitat alebo
odcitat zlomky s r6znymi menovatel'mi.

Krétenie a rozsirovanie nemeni hodnotu zlomku - je to len iny spodsob zapisu
toho istého raciondlneho ¢isla.

Kmernovy zlomok je zlomok, ktorého (citatel je rovny 1. S tymito zlomkami sa

v PR I | Ly
ziaci stretdvaju uz na prvom stupni. Zapis 3 potom znamena, ze celok treba

. . A oons Ao 2 < 3 - -
rozdelit na tri rovnakeé casti. Zapis - uz znamena, Ze potrebujeme urobit dva

kroky: rozdelit celok na tri rovnaké casti a potom vziat dve z nich. Kmetiovy
zlomok je preto jednoduchsi na pochopenie, pretoze vyzaduje iba jednu akciu -
delit celok na urcity pocet rovnakych casti.

# Rozdelte spravodlivo 5 pectiov chleba medzi 8 robotnikov.
Téato slovna tloha nebude redlne rieSenéa tak, Ze kazdému dame g. Reélne je

N 3 1¢ 1. 1 o
skor rieSenie, v ktorom kazdy dostane -, ¢im sme rozdelili 4 pecne a zvysny

pecen rozdelime na 8 casti, takze kazdy bude mat % + %.

Takymto spésobom pracovali so zlomkami staroveki Egyptania (Bec¢var, 2003).
Vyskusajte si, Ze kazd4 takato dloha vedie k rieSeniu v tvare kone¢ného stctu
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roznych kmenovych zlomkov. (Obycajne byva viac moZnych rieSeni.)

V starovekom Egypte zapisovali kmenové zlomky tak, ze nad ¢islo oznacujace

menovatela napisali $pecidlnu znacku. Citatel'a nijako zapisovat nepotrebovali,
ked'ze bol vzdy rovny jednotke. Jedinou vynimkou bol zlomok 2/3, ktory mal

Specidlne oznacenie. Praca skmenovymi zlomkami je velmi nazorna

a prakticka, ale ¢asto st vypocty zdlhavé a naro¢né. Stcet je vel'mi jednoduchy,

rozdiel uz nie, ak nemame pouzité rovnaké kmerové zlomky. Pre tieto vypocty

pouzivali staroveki Egyptania tabulky, na ktorych mali napriklad uvedené

rozne sposoby prepisu jedného kmeniového zlomku na sticet inych kmeriovych

zlomkov.

Zlomky znédzoriiujeme pomocou nasledujacich modelov:

Kruhovy model (kol4d¢, pizza)- asi najndzornej$i spdsob znazornenia
jednoduchsich zlomkov, ale rozdelenie kruhu na urcéeny pocet dielov (okrem
niekol'kych malo vynimiek) si vyzaduje pouzitie uhlomeru.

Obdiznikovy model (¢okoldda)- obycajne pouZivame znazornenia, kde
obdlznik uZ je rozdeleny na uréity pocet rovnakych dielikov.

Useckovy model (lano, had, vlac¢ik) - velmi vhodnou aktivitou, pri ktorej
pouzivame useckovy model, je praca s papierovymi pasikmi. Mame urcity
pocet rovnakych pasikov - jednotiek a tieto delime na c¢asti, ¢im vytvarame iné
kratsie pasiky, ktoré mozeme aj oznacovat farebne, ¢i len ndpisom - polovica,
tretina, Stvrtina. Deti takéto casti sami vytvaraja strihanim - tlohy na
porovnavanie zlomkov, kratenie, rozsirovanie, s¢itavanie a od¢itavanie st
potom riesitelné manipuldciou s konkrétnymi modelmi - prislusnymi pasikmi.

Mnozstevny model - celok je ur¢eny ako mnozina gul6cok, koralok, deti -
volime taky pocet, aby bol delitelny ¢islami, ktoré planujeme v menovateloch
vyuzivat. Napr. ak chceme pracovat so zlomkami s menovatelmi 2, 3, 4, 5, 6
zvolime 30 prvkov, ¢iZe najmensi spolo¢ny nasobok.

Na rozne tucely sa hodia r6zne modely, preto treba pracovat so vsetkymi
a podl'a okolnosti ich obmienat.

Vsetky ¢innosti so zlomkami: kratenie, rozsirovanie, porovnavanie, s¢itanie,
odcitanie robia zZiaci najprv na modeloch a az potom moézeme prejst k pouzitiu
algoritmov.

Desatinné ¢islo

Kazdy zlomok s celo¢iselnym citatelom a menovatelom (okrem nuly) je
raciondlnym ¢islom, ale nie kazdé desatinné c¢islo je racionalnym cislom.
Desatinné ¢isla, ktoré maja konecny pocet desatinnych miest, st vsetky

46



raciondlne. Prepisat ich na tvar desatinného zlomku je jednoduché. Napriklad:
351

0,351 = —

1000°

To ale nie st jediné desatinné ¢isla, ktoré sa daja zapisat v tvare zlomku. Vieme,
ze1/3 =10,33333... Toto desatinné ¢islo ma nekonecne vel'a desatinnych miest.
Cislice na jednotlivych miestach st vsetky rovnaké. Je to teda periodické
desatinné ¢islo. UkdZeme na troch prikladoch, ze vsetky periodické desatinné
¢isla st raciondlne (daja sa prepisat na tvar zlomku). Oznac¢ime pismenom
x racionalne ¢islo, ktoré hl'adame.

& Priklad: 0,77777 ... = x
Tato rovnicu vynasobime desiatkou:
7,77777 ... = 10x
Od druhej rovnice odpocitame prva, ¢im sa zbavime , nekone¢ného chvosta”:
7 =9x
Takze x = g alebo inak povedané: 0,7777 ... = g.

Ak sa v desatinnom ¢isle opakuje viac ako jedna ¢islica, pouzijeme podobny
postup s tym rozdielom, Ze nasobit budeme takou mocninou desiatky, ktora
zodpoveda poctu opakujtcich sa ¢islic.

# Priklad: 0,123123123123 ... =x

V tomto ¢isle sa opakuj tri ¢islice, takze rovnicu vynasobime tisicovkou.
123,123123123 ... = 1000x

Aj v tomto pripade staci od druhej rovnice odpocitat’ prva.

123 =999x

TakZe hladany zlomok je x = =
999

# Priklad: 12,135454545454 ... = x
Peridda je dvojcifernd - pouzivame nédsobenie ¢islom 100.
1213,54545454 = 100x
1213,5454 — 12,1354 = 99x
1201,41 = 99x

V (citateli vychadza desatinné ¢islo, preto potrebujeme este vyndsobit ¢itatela
a menovatel'a mocninou desiatky tak, aby sme mali celé ¢isla.

120141 120141
*T799 T 9900
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Kontrola spravnosti je vel'mi jednoduch4, staci ¢itatel'a vydelit menovatel'om
a hned’ vidime, ¢i sme poditali spravne. Rovnako postupujeme kedykolvek,
ked' chceme zlomok previest na desatinné &islo, pretoze zlomkovua ¢iaru
skutocne mozeme povazovat za iny zapis delenia. V mnohych krajinéch sa aj
bezné delenie oznac¢uje znakom / a nie dvojbodkou ako u nas. 5/2 znamena
pét polovic, ale aj pat delené dvomi.

Racionalnym ¢islom je teda kazdé desatinné ¢islo, ktoré ma:

a) konecény desatinny rozvoj - takéto cislo I'ahko prevedieme na tvar
desatinného zlomku. Napr. 1,25 = 125/100. Nasledne sa niekedy da
kratenim upravit na zlomok v zdkladnom tvare, ktory uz nie je
desatinny, t. j. 125/100 = 5/4.

b) periodicky desatinny rozvoj - takéto ¢islo je vidy mozné upravit
na tvar zlomku. Pouzivame pri tom vyssie uvedeny postup.

Zakladné operacie sraciondlnymi cislami v tvare desatinného ¢isla sa
prevadzaju jednoduchsie ako v tvare zlomku - pretoze v principe ide o zlomky
srovnakymi menovatelmi. Ak nie, Tahko ich na spolo¢ného menovatela
prevedieme pridanim nuly: 0,12 + 0,2 = 0,12 + 0,20 = 0,32 t.j. 12/100 + 2/10 =
12/100 +20/100 = 32/10.

V praxi sa vyskytuja tlohy s desatinnymi ¢islami najma pri pocitani penazi. Tu
vsak treba rozliSovat, ¢i je tloha postavena tak, ze dieta pracuje s desatinnymi
¢islami - cena tovaru je 2,5 eura- alebo pracuje sdvoma odliSnymi
hodnotami - eurami a centami - a kazda je vyjadrena prirodzenym ¢islom - 2
eurd a 50 centov. Vhodné je zacinat tlohami druhého typu, postupne viest' deti
k pochopeniu savislosti medzi hodnotou euro a cent (100 centov je 1 euro)
a potom zacinat vyjadrovat aj mensie hodnoty napr. 50 centov je pol eura, ¢o
sa zapisuje aj ako 0,5 eura, 25 centov Stvrt eura alebo 0,25. So zapisom v tvare
desatinného ¢isla sa totiz deti beZne stretdvajt pri ndkupoch.

Percenta, promile

Percento je eSte jednoduchsia podoba racionédlneho ¢isla, ktorého menovatel je
vzdy 100. Promile ma menovatel'a 1000.

Percenta sa vyskytuja v mnohych slovnych talohach a deti sa s nimi stretavaja
aj v beznom Zivote - napr. ,na 100 % to dopadne takto”, ,50 % pre teba a 50 %
pre mna”, ,urobil pracu na 200 %”, ,zl'ava 10 %“...

Pri zadavani slovnej tlohy, v ktorej sa vyskytna percenta je vzdy nutné
zamysliet sa nad tym, ¢o je zaklad (¢o je 100 %)?

# 'V triede je 20 deti. Chyba 5 % Ziakov. Kolko Ziakov chyba?
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Uloha nie je jednoznac¢n4, pretoZe nevieme, & vietkych deti je 20 a z toho 5
percent chyba alebo do triedy chodi nejaky pocet ziakov, z nich 5 percent chyba
a zvysok je 20 deti. Uloha sa d4 chapat dvoma sposobmi:

,Do triedy chodi 20 Ziakov. Dnes 5 percent znich chyba. Kol'ko Zziakov
chyba?” Alebo: , Do triedy dnes prislo 20 ziakov. Vieme, Ze 5 percent zo
vsetkych ziakov dnes chyba. Kol'ko ziakov chyba?” Tato druhd nie je dobre
zadand, pretoze vysledok nevyjde prirodzené ¢islo. Namiesto ¢isla 20 by bolo
vhodnejsie pouZit ¢islo 19 v zadani.

Ulohy, kde sa vyskytuje zmena stavu: zikladom ma byt povodny stav, napr.

# Uspesnost Ziakov vo vstupnom teste bola 53 %. Vo vyjstupnom teste bola tispesnost
82 %. O kolko percent sa zvysila tispesnost Ziakov?

Zaklad je vstupny test: 53 ... 100 %
82-53...x %

Odpoved: uspesnost sa zvysila o54,7 %. Takato odpoved sa ale bezne
nepouziva, obycajne ¢akame odpoved 29 percentuilnych bodov. Nikdy by
sme nemali pouZit termin percento, ale percentudlny bod. (Casta chyba aj
v médiach.)

Doévod, preco sa nie vzdy hodia percentudlne body mozeme vidiet napriklad
pri porovnavani zlepsovania ziakov.

# Ziak A napisal vstupny test na 90 percent a vystupny na 100 percent. Ziak
B napisal vstupny test na 10 percent a vystupny na 20 percent. Ktory sa viac zlepsil?

Obaja sa zlepsili o 10 percentualnych bodov, ale prvy Ziak sa zlepsil o 10/90 =
11 percent, kym druhy o 100 percent.

Percentd velmi lahko prevadzame na tvar desatinného ¢isla tak, ze pocet
percent vydelime ¢islom 100. TakZe aj pocitanie s percentami moéZeme previest
na pocitanie s desatinnymi ¢islami. Napriklad 20 % z 15je 0,2 - 15 = 3. Niektoré
pocty percent sa velmi dobre prevadzaji aj na tvar zlomku.
V predchadzajacom priklade 20 % =1/5 a preto 20 % z15je 15 / 5=3.

Pomer - delenie celku na nerovnaké céasti

Pomer je zapis viacerych racionalnych cisel, pricom st zname Cditatele,
menovatel je spolo¢ny a je presne stictom vsetkych danych ¢isel. T. j. pomer 2 :
3 : 5 znamend zapis troch zlomkov 2/10,3/10 a 5/10.

Pomer sa vyskytuje v slovnych tlohéch typu:
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1. Zmesi: zmieSavame sirup v pomere 1: 10. Kolko potrebujeme vody, ak
mdme 1 dl sirupu? Llahka otazka. Kolko vody a kolko sirupu potrebujeme na
1 liter malinovky? TaZ$ia tloha, ktord riesime pomocou znazornenia,
ktoré nam jasne ukaze, ze celkovo mame 11 dielov, z toho 1 diel, ¢ize
1/11 je sirup a zvySok 10/11 voda.

2. Mierka mapy: s mierkou mapy pracujeme napr. pri zakreslovani mapy,
rozmiestnenia nabytku v triede. Mierku pouzivame v ndkresoch
nie¢oho vel'kého, ¢o potrebujeme zmensit, pripadne nakresu nie¢oho
mali¢kého, ¢o potrebujeme zvicsit - chrobécik, baktéria. Ulohy takéhoto
typu st vdaénym materidlom pre projektové vyucovanie s vyuZzitim
medzipredmetovych vztahov.

3. Skoére v Sporte: casto nie je chdpané ako pomer, pretoZe vysledok
zapasu 2 : 4 nie je ten isty ako 1 : 2, aj ked” pomer je to ten isty.

Pomer sa d4, podobne ako zlomok upravovat nasobenim alebo delenim

vsetkych cisel tym istym ¢islom. T.j. 2: 3 je to isté ako 10 : 15, alebo 14 : 21.

Funguje to preto, Ze pomer 2 : 3 je to isté ako 2 a 2 aked oba rozsirim tym
5 <5

e y ) . 10 15
Cislom, takZe pomer zostane zachovany 10 : 15 je v zlomkoch — a —.

Pomer byva niekedy zmito¢ny kvoli tomu, Ze dvojbodku pouZivame ako znak
delenia, ¢o nas pletie. V pomere dvojbodku nemozno zamenit za delenie tak,
ako sme mohli znak / pokojne povazovat za zlomkovu ¢iaru aj za delenie.
Preto sa v mnohych krajindch (aj v tejto ucebnici) delenie beZzne zapisuje
znakom / a dvojbodka medzi ¢islami znamena iba pomer.

Co si zapamadtat?

e MnozZina racionalnych ¢isel je uzavreta vzhladom na operacie s¢itanie,
odc¢itanie, nasobenie aj delenie.

o Pocet racionalnych ¢isel je rovnako nekone¢ny ako pocet prirodzenych
¢isel.

o Racionalne ¢islo je kazdé ¢islo, ktoré mozno zapisat ako zlomok, kde

z Yz

citatel je celé ¢islo a menovatel nenulové celé ¢islo.

o Vsetky konec¢né a periodické desatinné ¢isla st raciondlne (daju sa
prepisat na zlomok). Percentd sa daju zapisat ako zlomok
s menovatel'om 100.

eV menovateli zZlomku nikdy nemoZze byt nula.
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KaZzdé racionélne ¢islo sa da zapisat roznymi zlomkami (napr. kratenim

alebo rozsirovanim).

S¢itanie, odcitanie, porovnavanie ainé ¢innosti so zlomkami ziakom
vzdy predstavujeme na modeloch.

Pomer je vlastne zapis viacerych raciondlnych ¢isel so spolo¢nym
menovatelom, pri¢om ich stcet tvori tento menovatel (napr. 2:3:5
znamend 2/10, 3/10, 5/10).
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Ulohy

1)
2)

9)

.....

Ktoré znasledujiucich desatinnych ¢isel nie sa raciondlne? 0,34;
12,123123123...; 0,101001000100001000001....

Prepiste ¢islo 12,123123123... na tvar zlomku.

Prepiste ¢islo 7,84 na tvar zlomku.
) . . PV | 15
Ktoré z nasledujtcich zapisov st rovné ¢islu 5? 0,5; o 50 %
iy 7 - A N
Napiste zlomok — ako stcet roznych kmenovych zlomkov.

Napiste zlomok ; ako sticet roznych kmeriovych zlomkov.

Chceme nakreslit kruhovy model pre zlomky s menovatelom 5. Ako treba
rozdelit kruh?

Ako vysvetlite dietatu, Ze Sestina je vacsia ako sedmina?

10) Ak cena tovaru vzrastla 010 % a nasledne o010 % klesla, bude kone¢na

cena rovnaka, vyssia alebo niZsia ako povodna?

11) Ktoré celé pocty percent mensich ako 100 % sa daju zapisat zlomkom

s menovatel om mensim ako 10?

12) Coje viac 25 % z 40 alebo 40 % z 25?

13) Rozdel'te 120 eur trom robotnikom v pomere 1: 2 : 3.

14) Vzdialenost dvoch miest na mape s mierkou 1: 25000 je 12 cm. Ak4 je

skuto¢na vzdialenost tychto dvoch miest?

15) V sklade sa nachddza 50 kg zmesi kavy, v ktorej s zmieSané dva druhy

kavy A a B v pomere 2 : 3. Do zmesi sa primiesa d'alsich 20 kg kavy druhu
A.V akom pomere budt druhy A a B v novej zmesi kavy?
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RieSenia

8)
9)

Medzi nulou a jednotkou je nekonecne vela raciondlnych ¢isel a preto ich
bude presne tol'ko ako prirodzenych ¢isel.

To posledné - nie je periodické, ani nema kone¢ny desatinny rozvoj.
12111/999, ¢o sa da skratit na 4037/333.

784/100.

Vsetky.

7 pectiov medzi 12 I'udi: Kazdému mozeme dat polovicu - 6 pecriov sa teda

P . P 2 4 7 1 1
rozdeli, zostane jeden a ten rozdelime na dvanastiny: — =-+—.

Tri pecne medzi 7 'udi. Polovice nestac¢ia. Musime ich najskor rozdelit na
tretiny alebo tvrtiny. Stvrtiny st praktickejsie. Rozdelime teda dva pecne
na 8 stvrtin, rozdame siedmim, posledna stvrtinu eSte rozdelime na sedem

asti - to bude dvadsatosmina pre kazdého a sedmina z posledného peciia.

=24 _ 41 Alebo s tretinami: Kazdy by dostal tretinu, ostali by dve
774 28 7

tretiny z posledného peciia a tie by sme podelili kazdd na Styri ¢asti, ¢im
by sme dostali osem dvandastin, sedem rozdame a poslednt eSte rozdelime

na sedem asti: > ==+ — +—.
773 12 84
Stredovy uhol kazdého dieliku musi byt patinou z 365°, ¢ize 72°.

Znéazornenim na niektorom modeli alebo otazkou: ,, Ak mame dve rovnaké
pizze, jedna sa rozdeli na 7 rovnakych casti a druhd na 6. Z ktorej si
vyberies$ svoj diel?”

10) Nizsia. Po prvotnom navyseni bola cena 1,1 c a z tejto ceny pokles o0 10 %

znamend vyslednua cenu 0,99 ¢, takze bude o 1 % nizsia ako povodna.

11) Cisla, ktoré st celymi percentami: 50 % = 225%=1275%=220%= 1,
2 4 4 5

12
13
14
15

o/ — E o = 3 o = i
40 % = 5,60A> S,SOA) -
Rovnako 10.

20, 40 a 60 eur.

)
)
)3km
) 4
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V. Realne ¢isla

V tejto kapitole sa zozndmime s mnoZinou realnych ¢isel, ktord zahfiia vsetky
doteraz spominané ¢iselné mnoziny - prirodzené, celé, racionalne, ale aj ¢isla,
ktoré nie sa raciondlne, tzv. iracionalne ¢isla. UkdZeme si, preco je mnozina
realnych ¢isel ovela pocetnejsia ako mnozina prirodzenych alebo racionalnych
¢isel, a predstavime si dokaz tejto vel'kosti prostrednictvom tzv. diagonédlneho
argumentu. Tiez si priblizime niektoré z najznadmejsich realnych cisel, ktoré sa
dolezité v matematike aj v praxi, ako st odmocnina z dvoch, ¢islo , zlaty rez
¢i Eulerovo dislo.

MnoZzina realnych cisel

Mnozina realnych c¢isel je nadmnozinou vsetkych doteraz spominanych
mnozin. Schematicky moézeme vztahy medzi zdkladnymi c¢iselnymi
mnoZinami zaznacit takto:

NcZcQcR

Této schéma hovori, Ze prirodzené ¢islo - napriklad ¢islo 25 - patri do mnozZiny
prirodzenych, celych, racionalnych aj redlnych ¢&isel. Cislo 0,9 patri do mnoziny
racionélnych a realnych ¢isel. Cislo 7 iba do mnoZiny realnych &isel. V beznej
praxi sa stretdvame takmer vyluc¢ne iba s racionalnymi ¢islami. Preto méZeme
mat pocit, Ze mnoZina iraciondlnych ¢isel - ¢isel, ktoré st redlne, ale nie
racionalne, nebude velka.

Pocet realnych cisel

Ked'ze mnozina redlnych ¢isel obsahuje vsetky prvky mnoziny raciondlnych
¢isel, urcite bude pocet redlnych ¢isel minimalne taky, ako pocet prirodzenych
¢isel. Doteraz vSetky mnoziny boli presne také vel'ké. Mnozina redlnych ¢isel
je ale vdcsia. Pocet realnych ¢isel je , vdcSie nekoneéno” ako pocet prirodzenych
¢isel a ukdZeme to pomocou ddkazu sporom:

Desatinné ¢islo, ktoré ma nekonecne vela desatinnych miest a nie je periodické,
nazyvame iracionalnym ¢&islom. Napriklad v2 = 1,41421356237309504880 ...
Ak by bol pocet taky, ako prirodzenych cisel, vedeli by sme vytvorit
postupnost, ktord by obsahovala v3etky reédlne ¢isla. Dame si dokonca este
mensi ciel - zoradime iba ¢isla medzi nulou a jednotkou. Nizsie vidime priklad
takéhoto zoznamu:
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0,0123456789101112...
0,1123456789101112...
0,2123456789101112...
0,3123456789101112...
0,4123456789101112...
0,5123456789101112...

Zoznam moZze byt naozaj akykolvek. DoleZité je, Ze méa obsahovat vsetky
readlne cisla. Dolezitd pozndmka: niektoré redlne c¢isla nemajt jednoznacny
dekadicky rozvoj. Cislo, ktoré ma kone¢ny desatinny rozvoj, mozno zapisat
dvoma rozlicnymi spésobmi. Od urcitého miesta moze postupnost ¢islic v jeho
zapise pozostavat zo samych nal alebo samych deviatok. Napr.: 0,2 =
0,200000... = 0,199999... V tomto zozname pouzijeme len prvy spdsob.

Teraz si vezmeme ten zoznam a ideme pisat ¢islo tak, ze napiseme 0, a d'alsiu

cifru ddme akakol'vek ind, nez aka je v prvom riadku na mieste desatin. Potom
pozrieme v druhom riadku na miesto stotin a zapiSseme akakol'vek ind cifru na

miesto stotin. Takto vytvorené ¢islo v nasom priklade by mohlo byt: 0,958706...

Po prejdeni vsetkych nekonec¢no poloziek zoznamu by sme mali napisané ¢islo,

ktoré sa urcite nezhoduje so Ziadnym ¢islom v zozname, pretoZe s kazdym ma

minimalne jednu cifru rozdielnu. Ale to ¢islo je realne. Takze zoznam ocividne

neobsahuje v8etky realne ¢isla, nech by sme ho spravili akykol'vek. To znamens,
Ze medzi ¢islami 0 a 1 je viac redlnych ¢isel, ako je vetkych prirodzenych ¢isel.

Toto nekonecno je vicsie.

Najznamejsie realne ¢isla

Pytagorejci verili, Ze vSetko na svete sa da popisat racionalnymi ¢islami. Je to
vlastne pochopitelny predpoklad, ked” vezmeme do tvahy fakt, Ze mnozina
raciondlnych ¢isel je uzavretd vzhladom na vsetky zakladné aritmetické
operdcie: scitanie, odcitanie, ndsobenie aj delenie. Cize, ak si vezmeme
I'ubovolné racionalne ¢isla a prevadzame snimi akékol'vek zo zakladnych
operécii, vysledok bude vZdy raciondlne ¢islo.

Raciondlnym ¢&islom nie je napr. &slo m=3,1415926.. alebo V2=
1,41421356 ... Alebo akakolvek odmocnina prvodisla. Iracionélne ¢islo vieme
vytvorit velmi I'ahko - kazdé desatinné ¢islo s nekone¢nym neperiodickym
rozvojom bude iracionalne, napr.: 1,01001000100001.... alebo
0,123456789101112131415... Tu sme postupovali tak, Ze sme pouzili nejakt
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neperiodicktt postupnost ajej prvky pouzili ako cifry iracionalneho ¢isla.
V tomto pripade mozeme pouzit tvar desatinného ¢isla, pretoze sa da
predvidat, aké cifry budt nasledovat.

Ak by sme vytvorili pocitacovy program, ktory vytvara desatinné ¢cislo
nekonecne dlho tak, Ze ndhodne vybera cislice na kazdom mieste - jeho
vysledok bude zarucene iraciondlny. Raciondlne ¢isla st v skutocnosti len
$pecidlnymi vynimkami v nekone¢nom mori realnych ¢isel.

V tejto kapitole si priblizime niekol'ko najznamejsich realnych ¢isel. Tieto ¢isla
nepiSeme Standardne v tvare desatinného ¢isla, pretoze tento zapis by bol
nekonec¢ny. Niekedy zapisujeme prvych niekol'ko cifier preto, aby sme mali
priblizna predstavu oich velkosti, ale obyc¢ajne majt tieto ¢isla vlastné

oznacenie - bud’ pomocou operécie, ktorej vysledkom st - ¢islo V2, alebo
majua vlastné oznacenie - ¢islo .

Odmocnina z dvoch

Mozno prvym znamym iracionalnym ¢islom bolo ¢islo, ktoré dnes oznacujeme
ako V2. Objavilo sa ako dizka uhlopriecky $tvorca s jednotkovou stranou.
A viedlo k padu pytagorejského presvedcenia o tom, ze v8etko na svete sa da
vyjadrit podielom dvoch prirodzenych c¢isel. Dokaz pritom nie je naroc¢ny.
Opit pouzijeme dokaz sporom:

Vieme, Ze pre dizku uhlopriecky $tvorca so stranou dizky 1 musi platit, Ze jej
druha mocnina je rovna 1 + 1 = 2 (z Pytagorovej vety). TakZe, ak sa dizka
uhlopriec¢ky da vyjadrit zlomkom v zdkladnom tvare %, tak

aZ

e

Kde a a b st dve rozne nestidelitel né prirodzené ¢isla. (Nestidelitelné znamend,

2

Ze nemaju ziadneho spolo¢ného delitel'a okrem jednotky.)
Trochu sa pohrame s tpravou rovnice:
2b* = a?

A teraz dolezité tivahy: Ak mame na l'avej strane parne ¢islo, napravo musi byt
tiez. A druha mocnina neparneho ¢isla nemoze byt parna, pretoze (2k + 1)% =
4k?* + 4k + 1. TakZe aj ¢islo a musi byt parne. Mdzeme ho teda napisat aj
v tvare a = 2k. Potom

2b% = (2k)?
2b? = 4k?
b? = 2k?
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A sme tam, kde sme boli s ¢islom a. Rovnako by aj b muselo byt parne, ¢o je ale
nezmysel, pretoze zlomok bol v zdkladnom tvare. (Kazdy zlomok sa da
upravit na zakladny tvar.)

Rovnako sa da dokéazat, ze aj iné odmocniny z prirodzenych c¢isel st

iraciondlne. (Samozrejme, okrem tych, ktoré nie & . Tie sa nazyvaja stvorcové

¢isla, pretoze st druhou mocninou iného prirodzeného ¢isla.)

V desatinnom tvare je ¢islo V2 priblizne rovné 1,414213...
Cislo ©

Povod ¢isla m je geometricky. Je to pomer medzi priemerom kruhu a jeho
obvodom. Grécke pismeno pi je zvolené preto, Ze je to prvé pismeno slova
perimeter, ¢o je obvod (Fialova, 2020).

Cislo 7 sanazyva aj Ludolfovo ¢islo, a to po Ludolfovi van Ceulenovi (¢itame
fan Kélen), ktory stravil vsetok volny ¢as po vaésinu svojho Zivota pocitanim
presnej hodnoty ¢isla m. Préca, v ktorej uviedol hodnotu m na 35 desatinnych
miest vysla aZ po jeho smrti v roku 1615 (Mares, 2008, s. 188).

Dnes vypocitavaji hodnotu m pocitace, ktoré uz presiahli presnost 10 biliénov
desatinnych miest. Pre zaujimavost, uz 39 desatinnych miest by bohato stacilo
na vypocet obvodu celého zndmeho vesmiru s odchylkou, ktord by bola mensia
ako priemer atému vodika.

> Na zapamidtanie cifier ¢isla m slazi napriklad tato znama pomocka.
Kazdé slovo znamena také ¢islo, kol'ko pismen obsahuje. , Daj, 6 Boze,
0 mocny, zapamitat si takyto cisel rad, velky vzneseny Archimedes, pomahaj
trapenému!” T.j. 3,14 159 265 358 979 (Jackson, 2013, s. 24).

Zlaty rez

Zlaty rez je dalsie z iracionalnych ¢isel, ktoré pochadza z geometrie. Uloha sa
objavuje uz v Euklidovych Zakladoch (nachddza sa v druhej knihe
Euklidovych Zakladov, konkrétne pod ¢islom 11): , Danu priamku rozdelte tak,
Ze pravouholnik zovrety celou priamkou a jednym ziisekov sa rovnd Stvorcu na
zostdvajiicom tiseku” (Cizmar, 2022). (Prepis do dnesného jazyka by hovoril, Ze
(a+b)-b = a? kde aje dlhsi a b kratsi z tsekov.)

Oznacuje sa gréckym pismenom ¢ amd hodnotu ¢ = % Je to pomer

dvoch dizok, pre ktoré plati, Ze pomer dlhgej ku kratsej je ten isty ako pomer

ich sactu k dlhsej. Matematicky: % = %, ak a je ta dlhsia tsecka. Zlatym rezom
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sa oznacuje preto, Ze ak chcel maliar rozdelit platno v nejakom l'tibeznom
pomere, pouzil zlaty rez a vysledok vyzeral esteticky pritazlivo.

Hodnota zlatého rezu je priblizne 1,61803... Casto sa pouZiva aj hodnota ¢ =
%, ktora je rovna priblizne 0,61803..., ¢o je pomer mensej casti k vacsej. Lisia
sa iba o jednotku, cifry za desatinnou ¢iarkou st vsetky rovnaké.

Zlaty rez sa ale nevyskytuje iba v geometrii. Existuje postupnost, ktord na prvy
pohl'ad nema so zlatym rezom nic spolo¢né.

Fibonacci (vlastnym menom Leonardo z Pisy) tato postupnost opisal v roku
1202 vo svojej knihe Liber Abaci, kde ju pouzil ako rieSenie jednej z tloh typu:
,Kolko pérov kralikov vznikne kazdy mesiac, ak sa kazdy par od druhého
mesiaca rozmnoZzuje?”

Fibonacciho postupnost je postupnost prirodzenych ¢isel, kde kazdy prvok je
sac¢tom dvoch predchadzajacich. Za¢ina dvoma jednotkami. Prvych niekol'ko
prvkov je:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Kde je tu zlaty rez? Pozrime sa na pomery susednych ¢lenov aich priblizné
hodnoty zaokrahlené na Sest desatinnych miest. Zlaty rez zaokrahleny na Sest
desatinnych miest je 1,618034:

3/2 1,500000
5/3 1,666667
8/5 1,600000
13/8 | 1,625000
21/13 |1,615385
34 /21 |1,619048
55/34 | 1617647
89 /55 |1,618182
144 / 89 | 1,617978
233 / 144 | 1,618056
377 / 233 | 1,618026
610 / 377 | 1,618037
987 / 610 | 1,618033

Tabulkal.  Zlaty rez z ¢lenov Fibonacciho postupnosti

Vidime, ze pomery susednych ¢lenov Fibonacciho postupnosti sa blizia
k hodnote zlatého rezu. To je celkom prekvapivéd, ale aj uZito¢na vlastnost.
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Cisla Fibonacciho postupnosti mézeme pouzit aj ako celo¢iselné dizky, ktoré
chceme mat priblizne v pomere zlatého rezu.

Eulerovo ¢islo

Eulerovo ¢islo e je pomenované podla Leonharda Eulera, ale Jacob Bernoulli
pocital jeho hodnotu uz niekol'ko desatroci skor ako limitu postupnosti:

1
lim (1 + —)
n—oo n

Tento vyraz popisuje rast vkladu pri 100 % ro¢nom troku, pri¢om n oznacuje

n

pocet deleni zakladného ¢asového intervalu - jedného roku. Cize ak n = 2, tak
sa kazdého polroka pripise polovica roéného turoku z aktudlneho stavu,
na konci roka sa pripiSe zasa polovica ro¢ného droku z uz zvyseného stavu.
Cim Castejsie trocenie, tym vyssi zisk. Tento rast je ale obmedzeny, nerastie do
nekonecna, ale blizi sa k hodnote, ktora je priblizne 2,71828... Takze pri 100 %
ro¢nom troku by sme pri tiroceni, ktoré by prebiehalo stale, povedzme, kazdu
sekundu, dostali po roku priblizne 2,71828-nasobok vkladu. Takéto tirocenie sa
nazyva spojité tarocenie.

Pozrime sa na prvych niekol'ko hodnot:

Vyznam n N Priblizna hodnota
Pocet uroceni za polrok|2 2,250000
Pocet mesiacov v roku |12 2,613035
Pocet dni v roku 365 2,714567

Pocet hodin v roku 8760 2,718127
Pocet minut v roku 525600 |2,718279

Pocet sekund v roku |31 536 000|2,7182818

Tabulka 2.  Eulerovo ¢islo pri tiro¢eni

Pri roénom troku u vyslednd suma na tcte pri spojitom troceni pocas celého
roka bude e*-nasobkom vkladu.

# Vypocitajte, kolko eur by sme mali na ticte, ak sme vlozZili 1000 eur a poniikli nam
rocny vrok 2 % so spojitym tirocenim.

Vysledna suma bude e%°? =1,0202 nasobok vkladu, takze 1020,02 eura.
Oproti beznému ro¢nému pripisovaniu troku je to o 2 centy viac.
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Toto nie je jediné vyuZitie Eulerovho c¢isla. Eulerovo ¢islo md mnoho
zaujimavych vlastnosti, ktoré savisia slogaritmami, derivovanim
a integrovanim - oblastami matematiky, ktoré prekracuja ramec tejto ucebnice.

Co si zapamadtat?

e Mnozina redlnych ¢isel zahfna vSetky prirodzené, celé aj racionalne ¢isla,
ale pridéva aj iracionalne ¢isla, ktoré sa nedajt zapisat ako pomer dvoch
celych cisel.

.....

Cisel. Je to tzv. viac¢sie nekonecno.

o [Iraciondlne ¢isla maji nekone¢ny neperiodicky desatinny rozvoj,
napriklad odmocnina zdvoch (priblizne 1,4142...) alebo ¢islo w
(priblizne 3,14159...).

o Najznamejsie redlne ¢isla maja vlastné oznacenia a $pecidlne vlastnosti
(napr. zlaty rez, Eulerovo ¢islo e).

o Fibonacciho postupnost stvisi so zlatym rezom - pomer susednych
¢lenov sa pribliZuje k hodnote zlatého rezu (priblizne 1,618).
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Ulohy

1)
2)

8)

9)

Vymenujte vsetky stvorcové ¢isla mensie ako 300.
Je ¢islo 3,14 racionalne?

Ak napiSem ¢islo, ktoré obsahuje milion nahodne vybranych ¢islic, bude to
¢islo raciondlne alebo iracionalne?

Napiste také racionalne ¢islo, ktoré sa nelisi od zlatého rezu o viac ako
tisicinu.
Je mnoZina redlnych ¢isel uzavretad vzhladom na operaciu odmocnina?

Ktord podmnozina realnych c¢isel je uzavretd vzhladom na operéciu
odmocnina?

Obsahuje prvych 200 miliénov cifier ¢isla m retazec 12345? (Existuje
stranka https:/ /www.angio.net/pi/, na ktorej mdZeme zadat akykol'vek

retazec ¢isel a strdnka nam ukéze, na ktorom mieste v desatinnom rozvoji
¢isla m sa tento retazec nachadza a aj kol'kokrét sa tam nachadza - pozna
prvych 200 miliénov cifier.)

Predstavme si, Ze by sme mali jeden milién eur. Banka A ndm pontka
roc¢ny drok 4,1 % ale pripisuje aroky iba raz ro¢ne. Banka B 4 % ro¢ny trok
pri spojitom drokovani. V ktorej banke by sme dostali viac a o kol'ko?

Chceme nakreslit zlaty obdlznik - obdiznik, ktorého strany st v pomere
zlatého rezu. Dlhsia strana ma mat 15 cm. Kol'ko cm ma mat kratsia strana?

10) Stolar ma 1000 milimetrov dlha pracovntt dosku, do ktorej chce vyvitat

dieru tak, aby delila dosku na dve ¢asti v pomere zlatého rezu. Kde ju ma
vyvitat? Merat vie s presnostou na celé milimetre.

11) Ktoré z nasledujtcich ¢isel patria do mnoziny realnych ¢isel? —3/4; 9,5;

3t —1;0; g; V=9

12) Vytvorim ¢islo tak, Ze zapiSem za seba vsetky c¢leny Fibonacciho

postupnosti: 1,1235813213455... Je toto ¢islo racionalne?
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RieSenia

1)
2)
3)
4)

%)

1,4,9,16, 25,36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289.

Ano, ¢islo 3,14 je 314/100 a nie je to ¢islo .

Racionélne, pretoze ma konec¢ny pocet ¢islic.

Napriklad 1,618.

Nie, pretoze odmocnina zo zdporného ¢isla nie je redlne ¢islo.

R{ - vSetky kladné realne ¢isla aj s nulou.

Ano, 2018-krat a prvy vyskyt je na pozicii 49702 za desatinnou &iarkou.

V banke A by sme po roku mali 1 041 000 eur. V banke B 1 040 810,77 eur.
Banka A by nam dala viac o 189,23 eura.

Asi 9,27 cm.

10) 618 mm od jedného z koncov dosky.

11) VSetky okrem posledného.

12) Nie.
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V1. Scitanie a oddéitanie

S¢itanie a od¢itanie patria k zakladnym operédciam, s ktorymi sa Ziaci stretavaja
hned’ na zaciatku $kolskej dochadzky. V tejto kapitole sa pozrieme na tieto
operacie z viacerych uhlov pohladu - od ich formélneho zavedenia v r6znych
¢iselnych mnozinach az po algoritmy ich vypoc¢tu. Zameriame sa na rézne
sposoby pisomného aj pamadtového pocitania a tieZ na didaktické savislosti -
ako operacie zavadzat, ako poméhat ziakom porozumiet ich vyznamu a ako
rozvijat ich zru¢nosti. Nezabudneme ani na tiskalia, ktoré sa pri vyucbe tychto
operdcii mozu objavit.

Pozrime sa najprv na vSeobecnt definiciu bindrnej operécie - operécie, ktora
prebieha na dvojici prvkov nejakej ¢iselnej mnoziny. Okrem binarnych operécif
sa v 8kolskej matematike mozeme stretnat aj s undrnymi operaciami - takymi,
ktoré potrebujt iba jeden vstupny prvok, napr.: absoltitna hodnota ¢isla, druha
mocnina, druha odmocnina na mnozine kladnych realnych ¢isel atd'.

Binarna operacia

Bindrna operécia = na mnoZzine M je zobrazenie, ktoré kazdej usporiadanej
dvojici prvkov mnoziny M priradi prave jeden prvok, ktory patri tiezZ do
mnoziny M. (Presnd definiciu ndjdeme napr. v publikacii Hica a Pokorného,
2010.) Najjednoduchsim prikladom je s¢itanie na mnozine prirodzenych &isel.
Vyberieme akuakol'vek dvojicu prirodzenych ¢isel, vysledok s¢itania bude opat
prirodzené ¢islo. Operacia od¢itania ale nie je bindrnou operaciou na mnozine
N, pretoze dvojici [1, 2] nepriradi vysledok z mnoZiny prirodzenych d¢isel.
Od¢itanie je bindrnou operaciou na mnozine celych ¢isel.

Komutativnost - hovorime, Ze bindrna operdcia ° na mnozine Mje
komutativna, ak V x, y € M plati, Ze x c y = y ° x. To znamen4, Ze nezdalezi na
poradi operandov, vysledok bude rovnaky.

Asociativnost - hovorime, Ze bindrna operacia ° na mnozine M je asociativna,
akVx,y,z€ Mplati, Ze (x°y)cz=x°(y ° 2).
Operécia s¢itania je komutativna aj asociativna, operacia od¢itania ani jedno

ani druhé.

Neutralny prvok - ak existuje taky prvok e € M, o ktorom platiVa € M:a-
e=ee° a=a, tak prvok e nazyvame neutrdlnym prvkom operacie . Neutralny
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prvok je teda prvok, ktory neovplyvriuje vysledok operéacie. Pre sé¢itanie je to
nula, od¢itanie neutrdlny prvok nema, pretoze sice5 -0=5ale 0 - 5=-5.

Inverzny prvok - nech e je neutrdlny prvok operacie . Ak o prvkoch a4, b €
Mplati, Ze a° b=0b-° a=e, tak prvok b nazyvame inverznym prvkom k prvku
a vzhladom na operaciu . Inverzné prvky hladdme iba k operaciam, ktoré
maja neutralny prvok, takze odcitanie nemd inverzné prvky. Pri scitani
na mnozine prirodzenych ¢isel inverzné prvky nie st. S¢itanie na mnoZine
celych ¢isel uz inverzné prvky obsahuje. Napriklad, pre ¢islo 2 je inverznym
prvkom -2, pretoze 2 + (-2) = (-2) + 2 =0.

Inverzna operacia - ak pre dve bindrne operacie ° a * na mnoZzine M plati, Ze
a°b =ce c*b=a,prekazduadvojicu prvkov a, b mnoziny M, tak operécie
°a * nazyvame opa¢nymi bindrnymi operaciami. Inverznymi operaciami sa
s¢itanie a od¢itanie (5 + 7 = 12 < 12 — 7 = 5) alebo nasobenie a delenie na
mnozine, ktord neobsahuje nulu 3-6=18 < 18 / 6 =3).

Vlastnosti operacii s¢itanie a od¢itanie

S¢itanie a od¢itanie st zakladné aritmetické operécie, ktoré moéZeme definovat
na mnozine prirodzenych ¢isel. Operandy a vysledky tychto dvoch operécii
nazyvame nasledovne:

sCitanec + sc¢itanec = sucet,
mensSenec - mensitel = rozdiel.

Operéacia s¢itania je dobre definovanou operaciou na mnozine prirodzenych
¢isel (pozri kapitolu Prirodzené ¢isla). Je komutativna, asociativna, ma neutralny
prvok na Ny, nie na N. Inverzné prvky nema.

Vzhl'adom na operéciu od¢itania nie je mnozina prirodzenych ¢isel uzavreta -
vysledok nemusi patrit do mnoziny, preto od¢itanie nie je binarnou operaciou
na mnozine prirodzenych ¢isel. Tento problém byva v Skolskej matematike
rieSeny ré6znymi sposobmi:

Bud sa vytvaraju také ulohy, ktorych vysledok nebude zéaporny
(ochudobniujeme sa o moznost, aby aj ziaci sebe vytvarali tlohy), alebo sa
ziakom povie dodato¢né pravidlo, ze odéitavat mdzeme len mensie ¢islo
od véacsieho. Toto pravidlo musime nutne zrusit po zavedeni zapornych &isel.
Navys$e moZe vzniknat problém so zapisovanim: Ziak moZze zapisat 3 — 5 =2,
¢o je v sulade s jeho predstavou rozdielu, ale matematicky nespravne.

Pod'me si rozobrat tieto rieSenia:
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1. Odcitanie zavedené standardne na mnozine celych ¢isel - Ziaci pracuja
iba s kladnymi ¢islami, ak narazia na zdporny vysledok, ucitel im
predstavi aj zaporné c¢isla ako platné. Toto je matematicky korektny
sposob, proti ktorému nemozno ni¢ namietat. Predpoklada sa ale, Ze sa
ziakom uZz na prvom stupni predstavia aj ¢isla zaporné. Od¢itanie nie je
komutativne, asociativne a nema ani neutrdlny prvok.

2. Odc¢itanie definované inak (vnestlade smatematicky korektnou
definiciou) - ako rozdiel pocetnosti dvoch mnoZin - ide o bindrnu
operdciu na mnozine prirodzenych ¢isel. Tato operécia je na rozdiel od
korektného od¢itania komutativna - nezaleZi na poradi operandov, nie
je asociativna, pretoZe napr.: 3 — (2 — 1) nie je to isté ako (3 —2) -1, ma
neutralny prvok - nulu a kazdy prvok je sim sebe inverznym prvkom.
Vidime, Ze rozdiely oproti beznej operacii od¢itania st zna¢né.

Scitanie

Operéciu s¢itania v skolskej praxi zavddzame na dvoch hlavnych modeloch -
ako pridavanie prvkov v mnoZstevnych modeloch aako posun vpred na
adresno-operatorovych modeloch prirodzenych ¢isel. Predpokladom
k s¢itaniu je dokladné poznanie ¢iselnej mnoziny, na ktorej sa bude operacia
vykonavat. Kym dieta nevie napocitat do devit, nemoze zvladnut scitat ¢isla
5 + 4. Ak dieta nema predstavu, ¢o je to polovica a tvrtina, nemoze vediet, ¢o
bude ich stctom.

Sc¢itanie dvoch cisel mensich ako desat zvladaju niektoré deti uz
v predskolskom veku. Najlepsou pomockou st im vlastné prsty. Ak je
postupne, vyuzivajic pritom ¢iselny rad. Aj v tlohéch, kde s¢itanie vystupuje
ako pridavanie, nakoniec spocitavaja vysledny pocet po jednej.

Na zakladnej skole je najlepsou pomockou prave ¢iselny rad, ktory by mali mat
deti stale k dispozicii az dovtedy, kym sa im vSetky mozné vysledky scitania
jednocifernych ¢isel neulozia do pamaiti tak, Ze uz bude ¢iselny rad nepotrebny.
Tieto priklady, kde s¢itance st ¢isla do desat, sa nazyvaju zakladné spoje
s¢itania. Zakladnych spojov s¢itania je 121, pretoZe oba s¢itance moéZzu byt ¢isla:
0,1, 2, ..., 10. Deti by sa ich ale nemali ucit spaméti. Do paméti sa im maja
ulozit vd'aka mnohonasobnému opakovaniu procesu, pri ktorom si vysledok
sami vypocitaju bud’ na prstoch, alebo pomocou ¢iselného radu.

Ak deti dobre ovladaja zakladné spoje s¢itania a je im dobre znamy koncept
desiatkovej ¢iselnej stistavy, mozno prejst k s¢itaniu viaccifernych ¢isel.
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V obore do 100 si Ziaci postupne osvojuju rozne druhy scitania. Najskor ide
o jednoduché pripady v obore do 10, ked’ s¢itavaju dve jednociferné ¢isla bez
prechodu cez zéklad desat (napr. 5 + 4). Potom nasleduje pripocitanie
jednociferného ¢isla k desiatke (10 + 5) a k dvojcifernému ¢islu v obore do 20
(15 + 4). Az potom prichddzaju na rad priklady s prechodom cez zéklad desat,
napriklad 9 + 5. Postupne sa Zziaci ucia aj s¢itanie celych desiatok (50 + 30),
pripocitanie jednociferného ¢isla k celej desiatke (30 + 5) a k dvojcifernému
¢islu bez prechodu cez zaklad desat (32 + 5). Nasleduja dlohy, kde s¢itajia dve
dvojciferné ¢isla bez prechodu (23 + 41), priklady s pripocitanim
jednociferného ¢isla s prechodom (37 + 8) anapokon aj scitanie dvoch
dvojcifernych ¢isel s prechodom cez zaklad desat (37 + 28). Tento typ tloh
mozno riesit r6znymi spésobmi. Napriklad rozkladom druhého scitanca tak,
aby doplnil desiatku v prvom (27 + 15 = 27 + 3 + 12 = 30 + 12 = 42), alebo
osobitnym sc¢itanim desiatok a jednotiek (20 + 10 =30, 7 + 5 =12, teda 30 + 12
= 42). Met6d pamédtového séitania existuje viacero aje prirodzené, ze rozni
zZiaci pouzivaja v jednotlivych prikladoch rozli¢né postupy.

Priebezne vykonavame tréning odhadu vysledku pomocou zaokrahl'ovania:
48 + 153 = cca 50 + 150 = cca 200. MoZeme tento postup vyuzit pri pocitani
spamati: 200 — 2 + 3 = 201 presne. Deti si sami mozno vytvoria rézne iné
postupy, ako s¢itat viacciferné ¢isla spaméti.

1. Scitanie od najvyssieho radu po najnizsi: 156 + 245 = 100 + 200 = 300,
50 +40 =90, 5 + 6 = 11. Medzivysledky spoc¢itame: 300 + 90 + 11 = 390 +
11 = 401. Tento postup ma jednu vyhodu - uz prvy medzivysledok ndm
dava celkom dobry odhad vysledku. Ked sme spocitali stovky, vieme
hned, Ze vysledok bude aspon tristo, po s¢itani desiatok vidime, Ze
vysledok bude aspori 390. S kazdym radom sa nas odhad spresiiuje, az
kym neprideme k spravnemu vysledku.

2. Algoritmus s¢itania pod sebou, pri ktorom postupujeme opacne - od
jednotiek po vyssie a vyssie rady. Ak v niektorom kroku vyjde ¢islo
vdcsie ako 9, je potrebné urobit rozklad na tvar 10 + x, zapisat len
x a jednotku pridat o rad vyssie.

5" 7
+ 5 8
115

Obrazok 16. Sé¢itanie s prechodom cez desiatku

Algoritmus s¢itania pod sebou je naro¢ny na pamaét - dieta potrebuje urobit
stucasne niekol'ko matematickych operécii: s¢itanie, rozklad na tvar 10 + x,
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pamadtanie si jednotky a pripocitanie tejto jednotky k vysledku séitania vo
vyssom rade. Navy$e casto nie je zapis thl'adny, zamienaja sa pozicie a z toho
vznikajt chyby. Preto najskor ddvame detom tlohy s predznacenymi stipikmi.
Zacinat treba s takymi, kde v Ziadnom kroku nevyjde ¢islo vacsie ako 9, neskor
také, kde vyjde takyto vysledok len na jednom mieste, az na koniec davat alohy,
kde je potrebné pridat aj poziciu navyse. Na obrazku 16 vidime zapis rieSenia
suctu 57 + 58 = 115.

Kontrola spravnosti

Vo v8eobecnosti sa kontrola spravnosti vykondva pomocou inverznej operacie.
S¢itanie kontrolujeme od¢itanim, odéitanie s¢itanim. Robit sktsku spravnosti
s¢itania pomocou operacie od¢itania vsak neodporacame, pretoze pri od¢itani
je vyssia pravdepodobnost chybovosti ako v pévodnom s¢itani. Namiesto toho
s¢itanie kontrolujeme hned’ v tivode tak, ze urobime odhad. Tym predideme
chybam v posune pozicie (¢isla sa nezapisali pod sebou spravne). Ak vysledok
vysiel v stlade s tvodnym odhadom, mozeme spravnost vypoctu overit tak,
ze vyuzijeme vlastnost komutativnosti avypocitame priklad eSte raz
s vymenenym poradim sé¢itancov: 124 + 168 = 292, kontrola 168 + 124 = 292.

Odc¢itanie

Dieta sa soperaciou odditania zoznamuje uZz v prvych rokoch skolskej
dochadzky. Postupne riesi roznorodé konkrétne tilohy na od¢itanie sposobom:
Skrtanie obrazkov - od¢itanie ako odoberanie, dokreslovanie do
pozadovaného poctu - od¢itanie ako dopocitavanie (3 a kol'ko je 5?), spdjanie
dvojic z dvoch skupin a spocitanie tych, ktoré zostali - od¢itanie ako rozdiel
pocetnosti. Na adresno-operatorovych modeloch zasa vnima odc¢itanie ako
vysledok pohybu vzad. Postupne objavuje, Ze od¢itanie je operdcia opacna
k s¢itaniu a vie zakladné spoje sé¢itania pouzit aj na odvodenie zdkladnych
spojov odcitania.

Pod'me sa pozriet podrobnejsie na algoritmus od¢éitania pod sebou. Zakladnym
predpokladom je spravne si ¢isla zapisat pod seba - jednotky pod jednotky,
desiatky pod desiatky atd. Skor nez pristipime k samotnému od¢itaniu,

.....

pripade algoritmus nebude fungovat.

Podobne ako pri séitani, postupujeme sprava dolava. V najjednoduchsich
prikladoch vieme v kazdom rade (stlpci) bez problémov od¢itat - ¢islica hore
je vdcsia alebo rovnd ako ¢islica pod 1fiou. Problém nastdva, ak mame hore
¢islicu mensiu. V tom pripade musime rozmenit desiatku z vyssieho rddu. Na
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obrazku 17 vidime priklad, v ktorom vezmeme jednu desiatku z povodnych 7
a pridame desat k povodne iba 3 jednotkdm. Na mieste jednotiek potom mame
13 a od tych vieme odcitat 8, na mieste desiatok uZ mame len 6, od tych stéle
vieme odcitat' 5 a pokracujeme az k stovkam.

-1 5 8
T 1 5

Obréazok 17. Odcitanie s prechodom cez desiatku, priklad 1

Narocnejsi pripad nastane, ak rozmieranie prebieha vo viacerych radoch alebo
dokonca ani nemdme ¢o rozmienat vo vyssom rade. V tomto priklade sme sa
snazili rozmenit jednu desiatku, ale Ziadne desiatky sme nemali. Zapisali sme
—1 k desiatkam, vypocitali 13 — 8 = 5. Vidime, ze z desiatok ni¢ odoberat nejde,
preto musime rozmenit jednu stovku - zapisme —1 k stovkdm a pozerame, ze
by sme mali mat’ 10 desiatok, ale jednu sme uZz pouzili pri od¢itani jednotiek
(mame zapisant —1), takze desiatok je 9 a od nich uz moézeme od¢itat 5.

27 0" 3
-1 5 8
0 4 5

Obrazok 18. Od¢itanie s prechodom cez desiatku, priklad 2

Casto sa v pedagogickej praxi stretivame s mierne odlisnym postupom -
rozmenend desiatka z predchddzajiceho radu sa neod¢itava, ale ucitel hovori,
Ze si pozi¢iava jednotku z predchadzajaceho radu a potom ju vracia tak, Ze ju
pripocita k ¢islici mensitela.

Tento spdsob vedie k rovhakym vysledkom, ale z nasho pohladu je to tazsie
odovodnitelné. Predchadzajici postup totiz priamo vyplyva z principu,
na ktorom stoji zapisovanie ¢isel v pozi¢nej desiatkovej ststave. V tomto
druhom pohlade tiez z neho vychadzame, ale este pridame avahu, ze ked
mame odcitat od cisla ojednotku zmenseného, je to to isté, ako odcitat
o jednotku véacsie ¢islo.
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Obréazok 19. Odcitanie s prechodom cez desiatku, tradi¢ny sposob

Kontrola spravnosti

Odcitanie je operacia ndroc¢nejSia ako scitanie, preto vypocet vzdy
skontrolujeme pomocou s¢itania. T. j. rozdiel + mensitel = mensenec: 203 — 158
= 45, kontrola: 45 + 158 = 203.

Pre odc¢itanie plati aj vztah mensenec — rozdiel = mensitel, ¢o sa tiez niekedy
moze zist.

Sé¢itanie a odéitanie na mnozine 7

Na mnozine vsSetkych celych c¢isel je vhodné zaviest operécie scitania
a od¢itania na adresno-operatorovych modeloch alebo opozitnych modeloch,
o ktorych sme pisali podrobnejsie v kapitole Celé cisla. Ak chceme vyuzit
konkrétne algoritmy, ktoré uz pozname z mnoziny prirodzenych ¢isel, musime
najskor rozlisit niekol'ko pripadov:

S¢itanie dvoch kladnych ¢isel - algoritmus totozny s algoritmom platnym pre
s¢itanie prirodzenych cisel.

Sé¢itanie dvoch zapornych ¢isel - totozny algoritmus, no vysledok je zdporny.
Toto je tplne pochopitelné v opozitnom mnoZzstevnom modeli - priddvanie
modrych gul'6¢ok k modrym da vacsie mnozstvo modrych gul 6¢ok. ZapiSeme:
-3 + (-5) pocitame ako 3 + 5 = 8, ale vysledok ma byt so znamienkom -, takze
vysledok je —8.

Séitanie kladného a zaporného ¢isla - pri pocitani s malymi ¢islami na ¢iselnej
osi zistime, Zze musime pouzit algoritmus na od¢itanie. Musime zistit rozdiel
absolutnych hodnot s¢itancov a znamienko vysledku bude zavisiet od toho,
aké znamienko mal s¢itanec s vac¢Sou absolttnou hodnotou. TakZze napr. 4 +
(=7) pocitame ako 7 — 4 = 3. Vicsie bolo ¢islo 7, ktoré malo znamienko —, takze
aj vysledok bude -3.

Odc¢itanie dvoch kladnych ¢isel - prebieha rovnako ako od¢itanie prirodze-

.....
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znamienko minus. 3 — 8 poc¢itame 8 — 3 = 5 a k vysledku priddame znamienko
minus —5.

Odc¢itanie dvoch zapornych Cc¢isel - absolutne hodnoty ¢isel odcitame,
vysledné znamienko musime vyhodnotit podla konkrétnych hodnét. Napr.:
2-(-9=7,-9-(-2)=-7.

Odcitanie kladného a zaporného ¢isla - pouzivame algoritmy pre scitanie
a znamienko vysledku z&visi od toho, aké znamienko méa mensenec. Napriklad
5-(-3)=8 -3-5=-8.

Vsetky tieto pravidla by mali deti objavit sami tym, Ze velakrat pocitaju
s malymi ¢islami na konkrétnych modeloch.

Scitanie a od¢itanie na mnozine Q

Sposob, akym s¢itame alebo odéitame racionalne ¢isla, zavisi od toho, v akom
tvare st tieto cisla zapisané avakom tvare chceme ziskat vysledok.
Najjednoduchsie sa pocita s ¢islami v tvare desatinného ¢isla, pretoze takéto
¢isla s¢itavame rovnako ako celé - algoritmy scitania a od¢itania pod sebou
s tym, ze musime davat dobry pozor na to, aby sme mali spravne zapisané
operandy - aby jednotky boli nad jednotkami, desatiny nad desatinami atd’.
Uzito¢nou znackou je prave desatinnad ciarka - podla nej mozeme cisla
bezpec¢ne zarovnat. Uplne iny pripad nastédva, ak pocitame s ¢islami v tvare
zlomkov.

Séitanie a od¢éitanie zlomkov

Rozlisujeme dva pripady: ak maja zlomky toho istého menovatela - vtedy
s¢itame alebo odcitame citatele tak, ako celé ¢isla a vysledok bude mat toho
ist¢tho menovatela. Zlomky s rovnakym menovatelom moézeme povazovat za

jednotky toho istého typu a s tymi vieme pocitat tak, ako s celymi ¢islami.

Druhy pripad je néaroc¢nejsi. Scitat alebo odcitat zlomky sroéznymi
menovatel mi nemoézeme. Jedind moznost je upravit ich tak, aby mali rovnaké
menovatele. To sa da vd'aka rozsirovaniu zlomkov. V nasledujucom priklade
na obrazku 20 vidime, ako sa zlomok 1/2 upravil na zlomok 5/10, ktory je tym
istym racionalnym ¢islom (rovnaka vyfarbena ¢ast). Zlomok 2/5 sme podobne
upravili na zlomok 4/10. Tieto zlomky uz s¢itat moZeme.

Néjst takého menovatel'a, na ktorého vieme upravit oba zlomky nie je vel'mi
narocné. Matematicky ide o postup ndjdenia najmensieho spolo¢ného nasobku
menovatelov povodnych zlomkov. Ak sme s¢itali ¢isla s menovatelmi 2 a 5,
najmensi spolo¢ny menovatel je 10. Preto sme oba zlomky rozsirovanim
upravili na zlomky s menovatel'om 10.
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Obréazok 20. Séitanie zlomkov

V skolskej praxi je najdoleZitejSie pouzivat rdzne nazorné modely zlomkov
alen na nich ukazovat, ako scitat a odcitat. Najcastejsie problémy Zziakov
so zlomkami nastdvaji preto, Ze Zziakom chyba konkrétna predstava,
nerozumeji postupu, ktory pouzivaja, a preto robia roznorodé chyby.

Na webe moZno néjst viacero stranok, na ktorych mozno krasne znazorfiovat
zlomky sroznymi malymi menovatelmi. MnoZzstvo nametov dobre
vyuzitelnych v praxi vytvorenych pomocou Geogebry nédjdeme na stranke
https:/ /www.geogebra.org/m/K7cDMUC7.

Obrazok 21. Odc¢itanie zlomkov
Dalgim prikladom je stranka https:/ /toytheater.com/, na ktorej je vytvoreny
nasledujtci priklad vypoctu rozdielu 1/2 - 1/3. Opédt sme zlomky upravili na
zlomky so spolo¢nym menovatelom 3/6 - 2/6, ktoré mozeme odcitat a tak

vidime, Ze vysledok je 1/6.

V 8kolskej praxi sa casto stretdvame s réoznymi ndvodmi, ako moZzno scitat
a od¢itat zlomky jednoduchsie - krizové pravidlo a podobne. Tieto navody
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mozno urychlujt samotny vypocet, ale nevedt k hlbSiemu porozumeniu. My
preto odportacame pouzivat sposob, ktory vychddza z predchddzajtcich avah.

Co si zapamadtat?

o Sc¢itanie a od¢itanie st navzajom inverzné operacie.

o Scitanie je komutativne aj asociativne, odcitanie nie. Scitanie ma
neutrdlny prvok 0 a v mnozine celych ¢isel aj inverzné prvky - opac¢né
¢isla.

e V prirodzenych ¢islach plati: vysledok sc¢itania je vZdy prirodzené ¢islo,
vysledok od¢itania je prirodzené cislo len vtedy, ak mensie c¢islo
odcitavame od véacsieho.

eV celych a racionalnych ¢islach m6zeme bez obmedzenia s¢itat a od¢itat
akékol'vek cisla.

o Pisomné algoritmy st nastrojom na spolahlivy vypocet, no ich
pochopenie je doleZitejsie nez bezchybn4 rutina.

o Na s¢itanie a od¢itanie desatinnych ¢isel pouzivame tie isté algoritmy

ako pre celé ¢isla.

o Stitanie a od¢itanie zlomkov je mozné az vtedy, ked zlomky upravime
na spolo¢ného menovatel'a pomocou rozsirovania.

o Scitanie a od¢itanie zlomkov zndzornujeme na rozlicnych modeloch -
kruhovych, obdlznikovych, tseckovych.
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Ulohy

1)
2)

7)

8)

9)

Aké vlastnosti ma operécia od¢itanie na mnozine vsetkych redlnych ¢isel?
Aké vlastnosti méa operécia scitanie na mnozine vsetkych realnych ¢isel?

Co znamend, Ze operécie s¢itanie a od¢itanie sti navzdjom opacné operéacie?
Ako to vyuzivame pri kontrole spravnosti?

Urcte, ¢omu sa rovnaji nezname ¢isla a a b:

5 b
+ a 8
1 3 7

Vypocitajte —6,371 + 40,51 pomocou algoritmu sé¢itania alebo od¢itania pod
sebou.

w53
Vypocitajte = — .

ZmieSané cislo je ¢islo tvaru 2 %, ¢o c¢itame ako 2 celé ajedna tretina.
Zmie8ané cislo upravujeme na klasicky tvar zlomku tak, Ze celt cast
vynasobime ¢islom v menovateli a pripoc¢itame ¢islo ¢itatela. Teda2 -3 +1
bude v ¢itateli a 3 v menovateli. Ukazte, Ze zmie$ané ¢islo nie je ni¢ iné ako
obycajny sacet celého ¢isla a zlomku.

vy 3 5 . % . L
Vypocitajte 2,8 + — + 0,2+ — ¢o najjednoduchsie. Ktoru vlastnost operacie
s¢itania pri tom vyuZzijete?

Opacné ¢islo je ¢islo, ktoré ma opacné znamienko, ¢ize ku kladnému ¢islu

je opacné ¢islo zaporné, k zapornému kladné. Je pravda, ked sa hovori, Ze
odcitat’ ¢islo je to isté ako pripocitat opacné ¢islo? Ukéazte na prikladoch.

10) Doplnte ¢isla tak, aby rovnosti platili. Potom vysvetlite, ako ste

postupovali.

a)__ +35=72
> =1

by s ——=3

) —(-23)=4
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RieSenia

1)
2)

3)

4)

7)

8)

9)

10)

Nie je komutativna, asociativna, nemd neutralny prvok ani inverzné prvky.

Je komutativna, asociativna, ma neutralny prvok 0 a kazdy prvok ma aj
inverzny prvok - opacné ¢islo.

To znamend, ze ak a — b = ¢, tak ¢ + b = a. Takto vieme overit, Ze vysledok
odcitania sme vypocitali spravne.

b=9,a=7.

Cisla musime odcitat':

o » N , 5 3 25
Menovatele 6 a 10 maja najmensi spolo¢ny nasobok 30, takze =——=——
9 16 . L 8
— = —, ¢o vieme skratit na —.
30 30 15

Chceme dokazat, ze 2% =2+ é Celé ¢islo vieme previest na tvar zlomku
tak, Ze mu napiSeme jednotku v menovateli: 2+ =242 spolo¢ny
37 1 3

ndsobok menovatelov 1 a 3 je 3, takZe druhy zlomok rozsirovat netreba,
b “irime t b trokow: 23 4+ 1= 23 ko ten istv post
iba rozsirime ten prvy trojkou: ==+ 2 ==, o je presne ten isty postup

ako pri premene zmie$aného ¢isla na tvar zlomku.

Komutativnost na zmenu poradia 2,8 + 0,2 + % + Z a asociativnost na
zoskupenie do dvojic (2,8 + 0,2) + (% + 2) =3+2=5.

Ano, pretoze s¢itanie a od¢itanie st opa¢né operécie. Priklady: 5 - 3 =5 +
(=3) =2 alebo, ak od¢itame zaporné ¢islo: 5 — (-3) =5+ 3 =8.

a) 7,2 — 3,5 = 3,7 pomocou opacnej operacie
5 1 2 1 eys v « . v
b) = - - = == vyuzZitim toho, Ze mensenec - rozdiel = mensitel.

c) 4 - 2,3 =1,7 apravou na pripocitanie kladného ¢isla a potom opacnou
operaciou.
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VII.Nasobenie a delenie

V tejto kapitole sa pozrieme na dve zakladné aritmetické operacie - ndsobenie
a delenie - nielen z pohl'adu ich vlastnosti na r6znych mnozinach ¢isel, ale aj
z pohladu ich didaktického zavadzania v Skolskej matematike. UkaZeme si
rozne algoritmy vypoctu, vratane menej tradi¢nych, a vysvetlime, aké principy
stoja za ich fungovanim. Nezabudneme ani na vyznam presného zapisu,
moznosti kontroly vysledku a stvislosti medzi operaciami.

Zakladné pojmy a notacie

Nasobenie a delenie su dalsie zo zakladnych aritmetickych operacii, ktoré su
navzijom opacné na mnozine racionalnych (aj redlnych) ¢isel. Tieto binarne
operdcie sa zapisuju pomocou réznych znakov v zavislosti od veku ziakov,
typu textu a kontextu. V tejto uc¢ebnici pouzivame jednotnti, odbornt notaciu,
ktora zodpoveda medzindrodnym standardom.

“

o Nasobenie zapisujeme znakom , - “ (napr. 3 - 43), pripadne bez znaku
pri pismendch (napr. ab). V 8kolskom prostredi anglosaskych krajin sa
pouziva aj znak ,x”, ktory je vizudlne vyraznejsi, no v odbornej
matematike a pri praci s premennymi sa neodporuca.

o Delenie zapisujeme znakom ,,/“ (napr. 12 / 5). Tradi¢ny skolsky zapis
,2" (napr. 12 : 3 = 4) v tejto uebnici nepouzivame, kedze moze viest
k zdmendm s pojmom pomer. V anglosaskych krajinach sa v skolskom
prostredi mozno stretnat aj so znakom ,,+*.

Pomenovanie operandov avysledkov operacii ndasobenia a delenia
v slovencine:

Cinitel . ¢initel = stéin

Delenec / delitel = podiel.

Nasobenie

Vzhladom na operaciu nédsobenia je mnozina prirodzenych c¢isel uzavreta
(vysledok je vZdy prirodzené ¢islo). Tato operacia ma svoj neutralny prvok 1,
agresivny prvok 0 (vSetko sa nasobenim s nulou vynuluje). Plati komutativny
(2-3=3-2) ajasociativny zdkon (2-3) -4=2- (3 -4). V mnoZinach racionalnych
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a realnych ¢isel ma kazdy prvok okrem nuly aj svoj inverzny prvok. (K ¢islu 2
je inverzny prvok 1/2, pretoze ich stcin je rovny 1.)

Spolu s operaciou s¢itania plati distributivny zdkon (roznasobovanie). Napr.
2:-3+4)=2-3+2-4 aj(3+4)-2=3-2+4.2. Toto je dolezita vlastnost, na
ktorej st postavené rozne algoritmy nésobenia.

Postupnost zavadzania v $kolskej matematike

Prvykrét sa Ziaci stretdvaja s ndsobenim v zmysle opakovaného pripocitavania
toho istého ¢isla v prvych rokoch zakladnej skoly. Tieto tlohy spociatku riesia
obrdzkom, dokresfovanim predmetov, postupnym sc¢itanim. Treba
poznamenat, Ze komutativnost nasobenia nie je zrejma hned, pretoze
napriklad 4 -5=5+5+5+5,ale5-4 =4 + 4 + 4 + 4 + 4, Styri patky a pat
Stvoriek je odlisny kontext, ale vedie k rovnakému vysledku. Toto by mali deti
objavit riesenim podobnych dvojic aloh.

Nasledne sa oboznamujt s malou nasobilkou - tabul'kou, ktort majta ziaci
k dispozicii, vytvaraja ju, pracuja s tiou, dopliiaju chybajtce &isla, hraju rézne
didaktické hry na vyhladdvanie nasobkov niektorého jednociferného ¢isla. Aj
tu by sa mali Ziaci presvedcit o tom, Ze nasobenie je komutativne - tabulka je
symetricka.

> Nasobenie na prstoch: Cisla z poslednej $tvrtiny malej nasobilky si
moZzeme lahko vyndasobit na prstoch. Ide o priklady, v ktorych st oba
¢initele véacsie alebo rovné 5 a mensie alebo rovné 10. Postup si ukaZeme
na priklade: 7 - 9. Na jednej ruke vystrieme 2 prsty (5 + 2 = 7), na druhej
4 prsty (5 + 4 = 9) - vystreté prsty spocitame a vysledok vynasobime
desiatkou 2 + 4 = 6, takze 60. Zohnuté prsty 3 al vynasobime
a pripocitame k predchadzajacemu ¢islu 3 - 1 = 3. Vysledok je 60 + 3 =
63. Skutoc¢nost, Ze ndsobenie na prstoch tak, ako sme ho tu popisali vzdy
vedie kspravnemu vysledku moézeme dokazat prepisanim do
matematického jazyka: (5 +a) - (5+b) = (a + b) - 10 (vystreté prsty) + (5 - a) -
(5 - b) (skreene prsty). Po jednoduchych tipravach zistime, Ze rovnost plati
pre 'ubovolné a ab.

Po malej nésobilke nasleduje nasobenie mocninami desiatky - nasobenie
&islami 10, 100, 1000, ... Ziaci by mali mat moZnost sami objavit princip - staci
pripisat pozadovany pocet nul. M6Zu na to prist tak, Ze postupne pocitaju
napriklad 4 - 10 =10 + 10 + 10 + 10 = 40, 4 - 100 = 100 + 100 + 100 + 100 = 400...

Potom moZzno pocitat aj priklady typu 3 - 400 pomocou asociativnosti:

3.400=3-(4-100) = (3-4)-100 = 12 - 100 = 1200.
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Algoritmy nasobenia viaccifernych ¢isel

Algoritmy nasobenia, s ktorymi sa mozno v $koldch najcastejSie stretnat, st
zalozené na tom istom principe - oba ¢initele rozlozime na stcet nasobkov
mocnin desiatky (145 = 100 + 40 + 5) a potom vynasobime kaZdy sc¢itanec
prvého cinitela s kazdym s¢itancom druhého ¢initela.

Napriklad 145 - 286 = (100 + 40 + 5) - (200 + 80 + 6) =

100-200+100-80+100-6+40-200+40-80+40-6+5-200+5-80+5-6=
20000 +8000 +600 +8000 + 3200 + 240 + 1000 + 400 + 30 =
41470.

Jednotlivé scitance sa pocitajia Iahko - ak mame v dispozicii malt nasobilku
a vieme nasobit mocninami desiatky - teda vieme, ze staci k vysledku pripisat
tol'ko nul, kol'ko mali ¢initele. Takto vSak nasobenie nezapisujeme, pretoze je
mnoho miest, kde moZno spravit numericka chybu a t4 sa tazko dohladava
aopravuje. Preto existuji prehladnejsie zapisy - indické ndasobenie
a nasobenie pod sebou.

Indické nasobenie

Indické ndsobenie je metéda nasobenia, ktord je pouzitelna na akékol'vek vel'ké
¢isla. Zakladom je desiatkovy zapis cisla a ndsobenie kazdej cifry prvého
¢initel'a s kazdou cifrou druhého ¢initela. Medzivysledky st zapisované do
thl'adnej tabul'ky, ktora zabezpeci spravne umiestnenie v desiatkovom zapise
vysledku dlohy.

Cisla, ktoré nasobime zapisujeme hore a vpravo, tabulka ma tolko riadkov
a stlpcov, kol'ko cifier maju ¢initele. Kazdé pole tabulky je uhloprieckou
rozdelené na lava horna cast apravi dolnt cast. Do policka tabulky
zapisujeme vysledok nésobenia cifier ¢initelov v prislusnom riadku a stipci tak,
Ze jednociferny vysledok piSeme vpravo dole, dvojciferny tak, ze desiatky
vlavo hore a jednotky vpravo dole. (Pozri nasledujaci obrazok 22.)

Medzivysledky v jednotlivych poliach tabulky sa sc¢itavajua tak, ako je
znazornené na obrazku 22 - v sikmych liniach. S¢itanie ale prebieha rovnakym
postupom, akoby boli ¢isla zapisané pod sebou. Ak na niektorej pozicii vyjde
viacciferné ¢islo, zapiSeme len pocet jednotiek. Pocet desiatok posunieme
0 poziciu vysSie.
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Obrazok 22. Indické nasobenie

Tento algoritmus ndsobenia je ndaroc¢nej$i na c¢as v pripade, Ze nemame
predpripravené tabulky. Jeho najvd¢sou vyhodou je prehladnost - velmi
rychlo vieme ndjst chybu, ak sa Ziak pomylil v nejakom kroku, pretoZe vsetky
medzivysledky sa v tabul'ke zapisané.

Algoritmus nasobenia pod sebou

Tento algoritmus je zalozeny na principe rozkladu jedného z ¢initelov do
desiatkového zapisu:

145

870 .......... o je vlastne 6 - 145
11600 ......... ¢o je vlastne 80 - 145
_ 29000 ......... ¢o je vlastne 200 - 145
41470

Medzivysledky takisto pocitame pomocou desiatkového rozkladu: 6 - 145 =6 -
(100 + 40 + 5) pocitame odzadu: 6 krat 5 je 30, 0 napiSeme, 3 musime presunut
o rad vyssie, 6 krat 4 je 24, 24 + 3 je 27, 7 napiSeme, 2 sa presava, 6 krat 1 je 6,
6+ 2 = 8. Vdalsom riadku za¢iname sprava jednou nulou, pretoze ideme
nasobit ¢islom 80, aj ked hovorime, Ze nasobime len osmickou. V tretom
riadku musime hned’ zapisat az dve nuly sprava, pretoze budeme nasobit
¢islom 200, ale hovorime, Ze ndsobime dvojkou.

Tento algoritmus sa v 8kolskej praxi vyskytuje najcastejSie. Nespornou
vyhodou je jeho rychlost, al§ ¢o sa tyka prace s chybou, nie je algoritmus
nasobenia pod sebou najlepsi. Pri aplikacii tohto algoritmu moZe dochadzat
k numerickym chybdm castejSie asa aj tazSie dohladatelné - jeden zly
medzivysledok malej ndsobilky a uZ treba prepocitat vSetko odznova.
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Egyptské nasobenie a delenie

Na tiplne inom principe je postavené egyptské ndsobenie. Egyptania nepoznali
desiatkovt poziéna ¢iselnti ststavu, takze ani nemohli vyuzit desiatkovy
rozvoj ¢initel' ov. Namiesto toho nasobili metédou zdvojnasobovania. Princip je
zalozeny na opakovanom zdvojndsobovani jedného z ¢initelov, az pokial
neziskame Zelany ndsobok.

145 - 286 =

145 1
290 2
580 4
1160 8
2320 16
4640 32
9280 64
18560 128
37120 256

Dalej netreba. Vlavo vidime &isla, ktoré vznikaja postupne riadok po riadku
tak, Ze sa zdvojnasobuje predchadzajuce ¢islo. Vpravo vidime, kol'konasobok
povodného ¢initela na prislusnom riadku mame. Z ¢isel vpravo potrebujeme
vyskladat druhého ¢initela. V tomto pripade 286 = 256 + 16 + 8 + 4 + 2. Tieto
riadky oznacime a ¢isla vIavo na oznacenych riadkoch spocitame.

TakZze 145 - 286 = 290 + 580 + 1160 + 2320 + 37120 = 41470.

Princip, preco to funguje spociva v rozklade druhého cinitela do dvojkovej
¢iselnej sustavy

286=1-256+0-128+0-64+0-32+1-16+1-8+1-4+1-2+0=
256+ 16+ 8 +4 + 2 a teda

145-286=145- (256 + 16 + 8 + 4 +2) =145-256 + 145 -16 + 145 -8 + 145 - 4 +
145 - 2, ¢o st presne hodnoty na oznacenych riadkoch.

Podobnym spésobom sme aj delili - v tomto pripade zdvojnasobovali delitela.
Priklad néjdete nizsie v podkapitole o deleni.
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Kontrola spravnosti

Kontrola sprédvnosti ndsobenia sa vykondva vyuZitim komutativnosti tejto
operdcie - cinitele vynadsobime vo vymenenom poradi. Pripadne vyuZijeme
rozne algoritmy - nasobenie pod sebou a egyptské nasobenie. Teoreticky by
bolo mozné overovat spravnost vysledku nasobenia aj pomocou opacnej
operacie - delenia. Toto ale neprinasa prilis dobré vysledky, kedZe delenie je
naroc¢nejSia operacia ateda je vacSia Sanca spravit chybu pri kontrole
spravnosti ako pri samotnom pocitani.

Delenie

Delenie je operacia opa¢nd knasobeniu. Nie je to operdcia na mnozine
prirodzenych ani celych ¢isel. Na mnoZine racionélnych ¢isel bez nuly uz ano,
preto moézeme odvodzovat aj jej vlastnosti. Delenie nie je komutativne ani
asociativne. Nemd neutralny prvok, takZe ani inverzné prvky. Pre operécie
delenia a s¢itania plati distributivny zakon jedinym smerom:

(a+b)/c=a/c+b/c kdea, b cstalubovolné redlne ¢isla, ¢ je nenulové.

Takze ked delime 15 cukrikov medzi 5 deti, moézeme rozdelit najprv 10
cukrikov a potom rozdelit aj zvysnych 5. Na tejto vlastnosti st zalozené
algoritmy delenia.

DalSou zaujimavou vlastnostou je moznost nasobit delenca aj delitela tym
istym ¢islom bez zmeny podielu:

x / y=zx / zy, pre l'ubovolné nenulové redlne ¢isla x, y, z.

Slovné zddvodnenie na konkrétnom priklade by mohlo vyzerat takto: delime
10 cukrikov medzi 5 deti. Ak budeme mat dvakrat tol'ko cukrikov, ale aj
dvakrat tol'ko deti, kol'ko dostane jedno dieta?

Delenie na mnoZine prirodzenych (aj celych) ¢isel ma ten isty problém ako
od¢itanie: mnozZina nie je vzhladom na tato operaciu uzavreta. To znamen4, Ze
vysledkom delenia dvoch prirodzenych (celych) ¢isel nemusi byt prirodzené
(celé) cislo. Problém byva v Skolskej matematike rieSeny najcastejSie dvoma
moznymi sposobmi:

Pouzivame len priklady, ktorych vysledky st prirodzené (celé) ¢isla. Vtedy
musime dbat na to, aby delenec bol ndsobkom delitel'a. Niekedy sa toto delenie

oznacuje ako delenie bezo zvysku. Alebo zavedieme postup, ktory nemozno
nazvat bindrnou operaciou - delenie so zvySkom.

80



Delenie so zvySkom

Vysledkom delenia potom nie je jedno ¢islo, ale dvojica netplny podiel
a zvysok. Matematicky korektne mozeme takyto postup prepisat takto:

4
20/8=2zv. 4 20/8=2+ ¢

To znamen4, Ze zvySok v Ziadnom pripade nemozeme chépat ako samostatné
prirodzené ¢islo. Hodnota zvysku je tzko spdta s delitelom. S tym stvisia
niektoré zaujimavé problémové tlohy, ktoré moézeme Ziakom zadavat.

# Objasni paradox: 19/9 =2 zv. 1, ale aj 5/ 2 = 2 zv. 1. Potom by malo platit, Ze
19/9=5/2, takze 19 -2 =15 -9, ale 38 sa nerovnd 45. Preco?

Odpoved’ spociva v tom, ze aj ked netplny podiel 2 je v oboch pripadoch
naozaj ten isty, zvysok 1 je v prvom pripade jednou devitinou a v druhom
pripade jednou polovicou. Pri tomto zd6vodneni sme ale pouZili raciondlne
¢isla, ktoré nie st sacastou mnoziny celych ¢isel, v ktorej sme sa snazili delenie
vykonavat. Preto je delenie so zvySkom problematické. Naozaj nemozeme
tvrdit ani to, Ze vysledkom delenia je dvojica prirodzenych ¢isel. Vysledkom
delenia je v skutoc¢nosti aZ trojica prirodzenych ¢isel - netplny podiel, zvySok
a delitel. Z dvoch ¢isel sme dostali tri...

V odbornej matematike zapisujeme delenie so zvyskom pomocou nasobenia:
20=2-8+4.

V teérii Cisel je celd oblast zamerand na pocitanie so zvyskami v mnozine
celych ¢isel. Vola sa modularna aritmetika a z delenia 20 / 8 sa stdva zéapis
20 = 4 (mod 8). Citame 20 je kongruentné s ¢islom 4 modulo 8, ¢o znamena —
20 dava rovnaky zvysok ako 4 po deleni 6smimi. Moduldrna aritmetika sa
pouziva vsade tam, kde sa ¢isla cyklicky opakuja - hodiny, dni v tyzdni, atd’.

# Sest deti Anicka, Betka, Cyril, Ddvid, Fva a Filip sa striedajii pri vykondvani
sluzby v triede. Proy der je na rade Anicka, druhy Betka, ..., siesty Filip, siedmy
opdt Anicka atd. Kto bude na rade na tridsiaty piaty den?

Nezaujima nés, kol'ko kol prejde, iba zvysok 35 =5 (mod 6). Preto bude na
rade Eva.

Delenie so zvySskom na kalkulacke: Ak chceme delit so zvySkom na
kalkulacke, musime postupovat nasledovne: Vydelime Standardne 35/ 6.
Vyjde 5,833333..., takze netplny podiel je 5, zapiSeme na papier ana
kalkulacke od vysledku odpocitame tato patku, ¢im dostaneme iba zvySok
v tvare desatinného cisla 0,833333... Toto ¢islo stac¢i vynasobit delitel'om
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a mame zvysok. 0,833333... - 6 = 5 alebo 4,9999998 podla toho, ako kalkulacka
zaokrahlovala. Vysledok je kazdopadne 35 / 6 =5 zv. 5

Kritéria delitel'nosti

Delenie bezo zvysku tiez nie je operdciou na mnozine celych &isel, aj ked
v tomto pripade dostdvame jednoznac¢ny vysledok. Dovodom je to, ze podiel
bude patrit do mnoZiny celych ¢isel iba pre niektoré dvojice delenec - delitel.
V 8kolskej praxi delime najcastejSie malymi prirodzenymi c¢islami. Delence
byvaja rozne ¢isla a ak chceme pohotovo tvorit tlohy na delenie bezo zvysku,
musime ovladat zakladné kritérid delitelnosti - pravidld, podla ktorych
dokéaZzeme rychlo rozhodnut, ¢i dané ¢islo bude delitelné konkrétnym malym
delitelom alebo nie. VSetky kritéria sa tzko spdté so zapisom disla
v desiatkovej pozi¢nej ¢iselnej ststave.

Kritéria delitelnosti ¢islami 2,5 a 10
Cislo je deliteIné 2, 5 alebo 10, ak je tymto ¢islom deliteInd posledna cifra.

Doékaz vyplyva z desiatkového rozkladu ¢isla, napr.: 130 =1 - 100 + 3 - 10 + 0.
Vsetky c¢isla 10, 100, 1000, ... st delitelné ¢islami 2, 5 aj 10, takze aj ich nasobky
budu delitel'né 2, 5 aj 10. Preto staci overit len posledn cifru.

Kritérium deliteI'nosti ¢islom 4
Cislo je delitené 4, ak posledné dvojislie je deliteIné 4. Dokaz je podobny ako

v predchadzajicom pripade - ¢isla 100, 1000, ... sa delitelné 4, preto staci
overit posledné dvojcislie. Napr.: 2552 =2 - 1000 + 5 - 100 + 52.

Kritéria deliteI'nosti ¢islami 3 a9
Ak je ¢islom 3 alebo 9 delitel'ny ciferny stcet, tak aj celé ¢islo.

Doékaz vyplyva z desiatkového zapisu ¢isla: napr. 273 =2 - 100 + 7 - 10 + 3 =
(2-99+2)+(7-9+7) +3. Cisla 9, 99 a ich nasobky st delitelné ¢islami 3 a 9,
iba 2 + 7 + 3 zostava otdzne a to je presne ciferny stcet.

Kritérium delitel'nosti ¢islom 11

Cislo je delitelné 11, ak je jedenastkou delitelny tzv. striedavy ciferny siicet tohto
¢isla. Striedavy ciferny stcet obsahuje striedavo znamienka + a — zacinajac
znamienkom + sprava (na mieste jednotiek). Ak chceme zistit, ¢i je ¢islo 2354
delitelné 11, musime urcit striedavy ciferny stcet: -2 + 3 — 5 + 4 = 0, takZe toto
¢islo je delitelné 11.

Doékaz je komplikovanejsi. Vychadza zo skuto¢nosti, Ze ¢isla 99, 9999,
999 999, ... su delitel'né 11 a takisto ¢isla 11, 1 001, 100 001, ... Takze ¢islo 2354
zapiSeme ako2- (1001 -1)+3-(9+1)+5-(11-1) + 4.
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Kritéria delitel'nosti ¢islami 6 a 12

Cisla 6 a 12 st zlozené &isla, v ktorych prvociselnom rozklade sa nachadzaja
dverozne prvocisla: 6 =2 -3 a 12 = 22. 3. Preto musia stc¢asne platit dve kritéria
delitel'nosti. Pre Sestku je to kritérium delitelnosti dvojkou a zaroven trojkou
a pre 12 je to kritérium delitelnosti ¢islom 4 a zaroveri ¢islom 3.

Cislo 4326 je delitelné 6, pretoZe posledna cifra je delitelna dvojkou a ciferny
sucet trojkou. Toto ¢islo ale nie je delitelné 12, pretoZze nie je delitelné ¢islom
4 - posledné dvojcislie nie je ndsobkom 4.

Vsetky kritéria delitelnosti zaroven urychluja aj vypocet zvysku po deleni
danym ¢islom. Neurcuju iba, ¢i je ¢islo delitelné, ale aj aky zvysok po deleni
danym ¢islom dostaneme. Napriklad ciferny sacet ¢isla ma rovnaky zvySok po
deleni deviatimi ako povodné ¢islo. Toto vyuzivame napriklad pri deviatkovej
sktiske. (Podrobnejsie v rovhomennej podkapitole.)

Postupnost zavadzania v Skolskej matematike

Spociatku sa delenie ilustruje na konkrétnych tlohéach typu:

1. Delenie na rovnako velké éasti: ,Mame 12 cukrikov a chceme ich
pobalit po styroch. Kol'ko balickov cukrikov urobime?” Toto deti riesia
tak, Ze opakovane od¢itaju 12 -4 =8,8 -4 =4, 4 — 4 = 0. Kol'kokrat sme
odcitali, kym sme sa dostali k nule? Trikrat.

2. Delenie na urdity pocet casti: ,Mame 12 cukrikov a chceme ich
spravodlivo rozdelit styrom detom. Kol'ko cukrikov dostane kazdé
dieta?” Toto je kontextovo uplne ind situdcia, aj ked matematicky
priklad je to ten isty. Dieta rie$i tlohu podobne - kazdému dietatu da
jeden cukrik 12 — 4 = 8, potom este jeden 8 — 4 =4 a eStejeden 4 — 4 = 0.
Rozdalo vsetko, ni¢ nezostalo.

3. Delenie ako opa¢na operdcia k nasobeniu: ,Styri krat kolko je
dvanast?” Vtedy dieta postupne pripocitava, az pride k dvanastke.
Pocas pocitania si na prstoch alebo pisomne zaznamenava, kol'kokrat
pridavalo. Oba predchadzajtce pripady sa daji I'ahko previest na tento.

Vidime, Ze postup prepisany do matematického jazyka je v prvych dvoch
pripadoch rovnaky. Predstava a proces v realnom kontexte je ale rozdielny. Je
potrebné, aby ziaci ziskali dostatocné mnoZzstvo sktsenosti so vSetkymi
sposobmi, aby sami mohli prist k zadveru, Ze matematicky st totoZzné a mozno
ich zamienat'.

Po obozndmeni sa s malou nasobilkou sa deti naucia pouZzivat ju aj na delenie
tak, ze v prislusnom riadku zodpovedajicom nasobkom delitela hladaja
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najblizéie ¢islo mensie ako delenec. Vstlpci precitaju netplny podiel
a dopocitaja zvysok.

3/]4,5(6(7(|8]9]10
3/14|/5|6]7|8|9]10
6|8 |10|12(14|16 (18|20
9 (1215|118 |21(24 27|30
12116(20|24|28|32|36 |40
10({15|20|25|30|35(40|45|50
12|18 124|30|36/42|48|54|60
14(21|28|35|42/49(56|63 |70
24|32|40|48 56|64 |72 |80
18 (27|36 (45|54 |63(72|81|90
20(30(40|50|60|70(80|90|100

plwln|=]=

W nhlwWIN|=—

oV |®|w|o]|un
—
o

o

Obréazok 23. Maléa nasobilka - delenie ¢islom 7

Na obrazku 23 ilustrujeme hl'adanie podielu 39 / 7 v tabulke tak, Ze pozerame
na riadok s ndsobkami sedmicky. Najbliz8i mensi ndsobok od ¢isla 39 je 35 - to
je v stipci s ¢islom 5. Do 39 ete chyba pripotitat 4, takze 39 / 7 =5 zv. 4.

Naésledne mozu Zziaci zacat delit viacciferné cislo jednocifernym cislom
pomocou rozkladu delenca. 8 / 5 = (50 + 35) / 5 = 10 + 7. Vyuzivame tu
jednosmerny distributivny zakon. Jednosmerny, pretoze plati iba tak, Ze

rozlozime delenca, delitel'a v Ziadnom pripade nerozkladdme na suacet.

Algoritmus delenia

Algoritmus, ktory pouzivame pri deleni celych ¢isel so zvySkom, je zaloZeny
na rozklade delenca na ¢isla delitelné delitel om bezo zvysku (az pokial sa d4),
napr.: 639 / 3 = (600 + 30 + 9) / 3 =200 + 10 + 3 = 213, ¢o vieme vyuZzit aj
v prikladoch naro¢nejsich.

486 / 3 = (300 + 180 +6) / 3 =100 + 60 + 2 =162, ¢o vieme zapisat aj takto:
486 / 3=1622zv.0

18
06
0
Pri tomto zapise pokracujeme zl'ava doprava tak, Ze najskor vydelime 4 / 3, do
vysledku napiSeme netplny podiel a zvySok 1 napiSseme do druhého riadku
pod ¢islo 4, k tomuto zvysku dopiSeme pocet desiatok a ¢islo, ktoré dostaneme
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delime, netplny podiel zapiseme do vysledku, zvysok znova dole do d'alsieho
riadku. Takto pokracujeme az kym nevydelime aj jednotky.

Priklad delenia so zvySkom zapisany aj ako rozklad aj ako Standardny
algoritmus delenia:

773 / 6 =(600+120+53) / 6=100+20+ 8 zv. 5
773 / 6 =128 zv. 5

17
53
5

Egyptské delenie

Egyptské delenie je algoritmus delenia ako operacie opacnej k egyptskému
nasobeniu. Pri deleni zdvojnasobujeme delitel'a tak dlho, az kym neprideme
dostatocne blizko k delencovi. V nasledujucom priklade delenie chapeme ako
hladanie odpovede na otdzku: Kol'kokrat musime nasobit’ ¢islo 145, aby sme
dostali ¢islo 442007

44200 / 145 = (256 + 32 + 16) zv. 120 = 304 zv. 120

145 1
290 2
580 4
1160 8
2320 16
4640 32
9280 64
18560 128
37120 256

Delenca nasledne musime vyskladat z ¢isel vlavo. Vzdy hladdme najblizsie
mensie ¢islo: 44200 — 37120 = 7080, 7080 — 4640 = 2440, 2440 — 2320 = 120. To
bude zvysok. Netplny podiel je stcet ¢isel v oznacenych riadkoch vpravo.

145.
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Kontrola spravnosti

Kontrola spravnosti delenia sa vzdy robi pomocou opacnej operécie -
nasobenim. V pripade delenia so zvyskom vynasobime netdplny podiel
delitelom a k vysledku pripoc¢itame zvysok. Takto musi vyjst ¢islo rovné
delencovi. Ak sme pocitali 773 / 6 = 128 zv. 5, kontrola spravnosti bude: 128 - 6
=768, 768 + 5 =773.

Nasobenie a delenie na mnoZine Z

Na odvodenie pravidiel pre ndsobenie a delenie kladnych a zapornych ¢isel
potrebujeme najprv zistit, ako sa ndsobi ¢islom —1. Vieme, ze napriklad 4 - (1)
=(-1) + (-1) + (-1) + (-1) = —4. Pre komutativnost nasobenia bude aj (-1) - 4 =
—4. Toto je uzitocné zistenie. Zaporné ¢isla vieme teda zapisovat ako jeho
absolttnu hodnotu ndsobent ¢islom —1.

Priklady typu (-5) - (-8) vieme upravit vd'aka komutativnosti a asociativnosti
na(-1)-8-(-1)-5=(-1)- (-1) - (8 - 5). Ostava len zistit, ¢omu sa rovna sacin
(-1) - (-1). Do uvahy prichadzaju iba dve moznosti - bud’ je to jeden, alebo
minus jeden. Mohol by byt vysledok —1? Ak by to tak bolo, tak by platilo, Ze
(-1) - (-1) =1 - (1), ale jedennasobok aj minus jeden nasobok toho istého ¢isla
nemoOZze byt to isté ¢islo. Sacin (—1) - (1) teda musi byt kladny.

Tieto Gvahy sa vaésinou zhrna do postupu - nasobime absolitne hodnoty
¢initel'ov a nasledne ur¢ime znamienko vysledku podla tychto pravidiel:

+.+=+,+.—=— -t == —.—=+4,

4 7

Takéto isté pravidla platia aj pre delenie. Odvodit to vieme vdaka tomu, Ze
delenie je opa¢né operacia k nasobeniu. Napr. z + - —=—-vyplyva— / — = +.

Nasobenie a delenie na mnozine Q

Pri odvodzovani algoritmov pre nasobenie a delenie racionalnych d¢isel
postupujeme tak, Ze najskor nasobime a delime desatinné ¢isla mocninami
desiatky - aj mocninami mensimi ako 1. Poznatky, ku ktorym by mali Ziaci
dospiet moZno zhrnat do nasledujtcich styroch bodov:

1. Nasobenie ¢islami 10, 100, 1000, ... desatinné ¢&islo sa zvdcSuje -
desatinna ¢iarka sa postiva smerom doprava.

2. Nasobenie c¢islami 0,1; 0,01; 0,001; ... desatinné c¢islo sa zmensuje -
desatinna ¢iarka sa postiva smerom dol'ava.
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3. Delenie ¢islami 10, 100, 1000, ... je to isté ako nasobenie ¢islami 0,1; 0,01;
0,001; ...

4. Delenie ¢islami 0,1; 0,01; 0,001; ... je to isté ako ndsobenie ¢islami 10, 100,
1000, ...

Nasobenie desatinnych ¢isel potom moZze prebehntt rovnakym algoritmom
(fubovolnym zo spominanych) ako ndsobenie prirodzenych ¢isel sjednym
krokom navyse. Vysledny stac¢in bude mat tol'ko desatinnych miest, kol'ko mali
spolu oba ¢initele. Pre¢o to funguje ukdZeme na priklade:

12,3-0,52=(123-0,1) - (52-0,01) = (123 - 52) - (0,1 - 0,01) = 6396 - 0,001 = 6,396.
Vyuzili sme vlastnosti komutativnosti a asociativnosti nasobenia.

Na delenie desatinnych c¢isel celym ¢islom sa pouziva algoritmus podobny
tomu, ktory uZz pozname. Vtedy delime postupne zlava doprava. Ked
narazime na desatinnu ¢iarku, zapiSeme ju do podielu a pokrac¢ujeme d'ale;j.

64,71 / 3 =21,57

04,
17
21
0

Delenie desatinného ¢isla teda nekon¢i vydelenim jednotiek, ale pokracuje az
kym nebude zvySok nulovy alebo kym neobjavime periédu - ¢isla sa za¢nt
opakovat. Pri deleni jednocifernymi delitelmi mézu mat vysledky periédu
jednociferna (ked” delime trojkou, $estkou alebo deviatkou) alebo Sestciferna
ak delime sedmickou. Po deleni ¢islami 2, 4, 5, 8 nevznikne periodické ¢islo. Ak
je delitel vacsie ¢islo, mozu vzniknut aj dlhsie periddy. Pri takychto prikladoch
je uzitocné vopred sa dohodnut, ako presny chceme mat vysledok. Napriklad,
ak staci podiel s presnostou na dve desatinné miesta, staci delit po tretie
desatinné miesto, aby sme vedeli vysledok zaokrahlit na dve desatinné miesta.

Delenie desatinnym ¢islom si vyzaduje jednu operaciu hned na zaciatku:
delitela musime upravit tak, aby nebol desatinnym, ale celym ¢islom. To
spravime tak, Ze ho vyndsobime mocninou desiatky podla toho, kol'ko mal
desatinnych miest - ak dve, ndsobime stovkou, ak tri, tisickou atd’. Tou istou
mocninou desiatky musime vynasobit aj delenca. Prakticky to vykonavame
ako posun desatinnej ciarky doprava o tolko isto desatinnych miest
v delencovi aj delitelovi. Tym dostaneme ekvivalentnt tlohu, ktorej vysledok
bude totozny s vysledkom poévodnej dlohy.
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Napriklad 45,81 / 0,4 =458,1 / 4 = 114,525
05
18,
21
10
20
0

Pouzili sme teda vlastnost, o ktorej sme pisali vysSie - ndsobenie delenca aj
delitel'a tym istym ¢islom nezmeni vysledok delenia.

Nasobenie a delenie zlomkov

Ak chceme odvodit pravidlo, ako nasobit zlomky, musime zacat' s tlohami,
kde nasobime zlomok celym ¢islom, pretoze to mdZeme spravit opakovanym
s¢itanim:
5. 22,222,

3 3333 3 3 3

Naésobenie je komutativna operacia na mnozine racionélnych ¢isel, a to musi

2 2 5-2 10

platit bez ohladu na to v akom tvare je ¢islo zapisané, takZe aj pre ¢isla v tvare

zlomkov. Takze a] --5= ?

Ukézali sme teda, ze sac¢in zlomku a celého cisla vieme vypocitat tak, ze
¢itatel'a vyndsobime tymto celym ¢islom a menovatel'a opiseme.

Co ale znamena dve tretiny krat pat celych? To je presne to isté, ako povedat
dve tretiny z pat celych. A skuto¢ne 2/3 z5 je 10/3. Zvacsa tam, kde je
napisané slovko ,z“, méZeme pouzit znamienko nasobenia. Toto zistenie
mozeme pouzit na odvodenie pravidla pre nasobenie vsetkych zlomkov.

) 13, : ot M i o p :
Priklad: ~- - je polovica z troch pitin, ¢o si znazornime na kruhovom modeli:

Obréazok 24. Naésobenie zlomkov na kruhovom modeli

1

1. . 3 3 . . s Y.
Vidime, Ze ST 1o takZe v tomto pripade sme nasobili menovatele a Citatel

zostal rovnaky. Ak by sme chceli spocitat, kolko je 5 *7, MméZeme pouZit
vlastnost asociativnosti nasobenia: ~-> = (7 . 1) =7- (1 E) 7.2 = E,
2 5 2 25 10~ 10
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takZe skutocne sacin zlomkov moéZeme vypocitat tak, Ze citatel om bude stcin
¢itatelov a menovatel'om sti¢in menovatelov.

Nasobenie zlomkov vieme pekne ilustrovat aj pomocou geometrického
modelu, kde stcin je obsah obdiznika. Napriklad na https://www.geogebra.

. . s .w.. 13 3
org/m/A6VivhnP vieme znazornit sdudin 3 ET T, takto:
@ 1 ‘ 3

Shaded Area = —— Shaded Area = ——

Area = Length x Width

Width 1 3 3 ENTER
3 Area = —_—X— = — mE
— 2 5 10 | ARrea

1
Length —
2

Obréazok 25. Nasobenie zlomkov ako obsah obdiznika

Ked' uz vieme, ako nasobit zlomky, ahko odvodime aj delenie - delenie je
opacna operdcia k nasobeniu. Delit c¢islom je teda to isté ako nasobit
inverznym prvkom ktomuto ¢islu. A c¢o st inverzné prvky vzhladom
na nasobenie v mnozine raciondlnych ¢isel? Neutralny prvok je jednotka, takze
inverzny prvok je taky, ktorého stcin s povodnym c¢islom dava vysledok 1.
Napriklad k 2/3 je inverzny prvok 3/2, pretoze ich sacin je 6/6 = 1. Zlomok,
ktory ma vymeneného citatela s menovatelom sa nazyva prevrateny zlomok.

Delenie zlomkov sa niekedy zapisuje v tvare zlozeného zlomku. Tento vieme
prepisat na zédkladny tvar prave pomocou operacie delenia, ktorti prevedieme
na nasobenie prevratenym zlomkom.

Napriklad

NG | w

Delenie zlomkov vieme ilustrovat aj pomocou nasledujaceho spdsobu:
napriklad 15 / 3 mozeme znédzornit tak, Ze mame 15 kolacikov, ktoré tvoria 3
porcie. Otazka je, kol'ko kol4c¢ikov je jedna porcia? V prirodzenych ¢islach je to
jasné. 15 / 3 = 5. Pat kolac¢ikov je jedna porcia. Delit zlomkom je podobné.
Napriklad 15 / si predstavime tak, ze mame 15 kolac¢ikov, ktoré tvoria tri
patiny porcie. Otazka je kol'ko kolacikov je jedna porcia? Ked' tri pétiny porcie
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sa 15, tak jedna pétina porcie bude 15 / 3 = 5 kolac¢ikov a teda cela porcia 5 - 5
= 25 kolacikov.

Ak st raciondlne ¢isla v tvare percent, najlepSie je prepisat ich na tvar
desatinného c¢isla alebo zlomku a pocitat sacin ¢i podiel podla vyssie
uvedenych pravidiel. Pre percentd plati to isté, ako pre zlomky v zmysle
vyznamu slovka ,z”: 20 % z 5,2 prepiseme ako 0,2 - 5,2 =1,04. Preto je 40 % z 25
to isté ako 25 % z 40.

Prednost operacii

V tlohéach, v ktorych vystupuje viacero poctovych operécii, nepocitame
v I'ubovolnom, ale presne uréenom poradi. Najvyssiu prioritu maja vzdy
zatvorky - to ¢o je v zatvorke, pocitame prvé.

Dalgie v poradi je nasobenie a delenie. Obe tieto operacie st si navzajom
rovnocenné, takze ak je v tlohe viac tychto operacii, postupujeme zlava
doprava. Bezné chyby, ktoré sa vyskytuju v tomto pripade spocivaja v tom, ze
toto pravidlo nedodrzujeme a ndsobime skor: priklad 15 / 3 - 5 ¢asto navadza
k nespravnemu vysledku 1. Spravna odpoved je 25, pretoze najprv delime
trojkou a nasledne vysledok nasobime patkou.

Posledné v poradi st sé¢itanie a od¢itanie. Tieto operacie st opat rovnocenné,
takZe pocitame zlava doprava. V tomto pripade sa nevyskytuju podobné
chyby ako pri nasobeni a deleni. Kazda tlohu, ktora obsahuje séitanie aj
odc¢itanie, vieme totiZ upravit na taky tvar, ktory bude obsahovat iba s¢itanie,
ato uz je komutativne, takZe moOzeme pocitat v akomkolvek poradi.
VyuZijeme pritom ta vlastnost, zZe od¢itanie je s¢itanie opacného ¢isla, takze
napriklad 2 — 5 + 8 — 10 si m6Zeme predstavit aj ako 2 + (=5) + 8 + (-10) a toto
moZzeme pocitat v poradi (2 + 8) + (-5 + (-10)) = 10 — 15 = 5. Dalo by sa
povedat, ze na poradi nezalezi, len treba minuska brat stym ¢islom, pred
ktorym stoja.

Deviatkova skuska

Pre operécie s¢itanie, od¢itanie a ndsobenie na mnozine celych ¢isel existuje
zaujimavd moznost, ako rychlo overit spravnost akéhokolvek vypoctu.
VyuZijeme pritom vysledky modulérnej aritmetiky a po¢itame iba so zvyskami
po deleni deviatimi.

# Qverte spravnost vypoctu deviatkovou skiiskou:

23701 - (803 + 7412) — 5439 = 194698276
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Zvysok po deleni deviatimi sa zistuje vel'mi I'ahko - podla kritéria delitenosti
deviatimi je zvySok ¢isla taky isty, aky je zvysok jeho ciferného saétu a teda aj
ciferného suctu jeho ciferného sactu. NajrychlejSie to spocitame tak, Ze
postupne s¢itavame cifry aked prekro¢ime deviatku, tato deviatku
zanedbame a ideme d’alej. Prvy ¢len 23701 pocitame nasledovne: 2 +3 =5,5 +
7 =12, to je to isté ako 3, 3 + 1 = 4. Takze zvysok ¢isla 23701 po deleni deviatimi
je 4. Takto zredukujeme vsetky ¢leny (803 ma zvysok 2, 7412 zvysok 5 a 5439
zvysok 3 po deleni deviatimi). Dana tloha sa zredukovala na:

4-(2+5)—3=25

Zvysok po deleni deviatimi ma byt teda 7. Vysledok, ktory mame overit, ma
skutocne zvysok 7. Deviatkovéa skaska vysla.

Mohli sme redukovat aj pocas tohto vypoctu4 -7 =28jetoisté akolal-3 =
—2. Tu sa ale musime zamysliet, ¢o je to zvySok —2? Zvysky po deleni deviatimi
sa pohybuja v kruhu od nuly do 8, deviatka je znova nulou, desiatka je 10 - 9
=1, 19 bude mat tiez zvysok 1. Vsetky ¢isla, ktoré ziskavame pripocitavanim
deviatky, maju ten isty zvysok. Takze k zdpornému ¢islu tiez staci pripocitat
deviatku, a preto —2 ma ten isty zvysok ako 7.

Takto je mozné rychlo odhalit mozna chybu, ale nie je isté, ze odhali kazda
chybu - aj nespravny vysledok moze mat ten isty zvysok po deleni deviatimi.

Sktska pomocou poslednej cifry - na podobnom principe je zalozend aj druhé
sktska, ktora je vlastne desiatkovou skaskou. V tejto zistujeme zvysky
po deleni desiatimi, takze ¢isla nahradime iba poslednou cifrou:

1-3+2)—9= —4

Ak vyjde zvySok zaporny, stac¢i k nemu pripocitat desiatku. ZvySok minus
Styri po deleni desiatimi je ten isty ako 6. A to je skuto¢ne posledna cifra
vysledku. Vypocet sme teda overili dvoma ré6znymi sktskami - deviatkovou
aj desiatkovou, takZe Sanca, Ze je spravny, je pomerne vysoka.

Mohli by sme odvodit aj iné podobné skisky pomocou zvyskov po deleni
inymi prirodzenymi ¢islami. Kazd4 sa ale da pouzit iba na dlohy v mnoZine
celych ¢isel, ktoré obsahuju iba operacie na mnozine celych ¢isel (nie delenie).

Co si zapamatat?

o Nasobenie je opakované scitanie rovnakych scitancov, delenie je
rozdelenie na rovnaké casti alebo urcenie, kol'kokrat moézeme dané ¢islo
odcitat alebo kol'kokrat sa ¢islo do druhého zmesti.

o Nasobenie a delenie st navzijom opacné operécie.
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Nasobenie je komutativne a asociativne, delenie vo vSeobecnosti nie.

Nésobenie m4 v mnozine racionalnych ¢isel neutrdlny prvok 1 a kazdy
nenulovy prvok mé inverzny prvok - prevrateny zlomok.

Spolu s operaciou scitania plati pre ndsobenie distributivny zakon
oboma smermi, pre delenie iba jednym smerom.

Pri vyucbe nédsobenia a delenia sa vyuzivaja modely (napr. obréazky,
schémy) na podporu porozumenia.

Existuje viacero algoritmov na pisomné nasobenie a delenie - tradi¢né
aj alternativne.

Nasobenie ¢islom (—1) meni ¢islo na opacné.

Pri raciondlnych ¢islach sa pracuje s vlastnostami desatinnych
a zlomkovych zapisov.

Didakticky je dolezité, aby ziaci porozumeli vypoctovym algoritmom,
nielen ich vedeli mechanicky pouZivat.

Kritéria delitelnosti vieme vyuzit nielen na tvorbu dloh na delenie,

ktoré vyjda bezo zvysku. Sa aj zdkladom, na ktorom stoji deviatkova
skaska spravnosti.
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Ulohy

1)
2)

8)

%)

Ak je dnes pondelok, aky deti bude o 200 dni?

Skuste vypocitat stcin ¢isel 1546 - 4326 bez prevodu do desiatkovej ¢iselnej
sastavy. Na obrazku mate k dispozicii mala nasobilku v Sestkovej ¢iselnej
sustave.

3 10|13 |20 |23

4 |12 | 20| 24 | 32

5 (14 23|32 M1

Obréazok 26. Mald nasobilka v Sestkovej ¢iselnej stistave

Presvedcte sa na konkrétnych prikladoch, ze pri deleni ¢islom 6 vznikne

vzdy ¢islo s maximalne jednocifernou periédou.

Zistite, aka dizku periédy bude mat podiel 1 / 13. Skuste najst také &islo 7,
pre ktoré bude mat podiel 1/ este dlhsiu periédu.

Napiste aspori dva sposoby, ako mozno vypocitat 20 % z 30.
Dopliite chybajuce cifry tak, aby bolo ¢islo delitelné deviatkou: 23_8.

Doplitte chybajtace cifry tak, aby ¢islo 118_0 bolo delitelné stvorkou aj
trojkou.
Delit raciondlne c¢islo v tvare zlomku znamend nasobit prevratenym
. . . 5 . .
AN » / I )4 = ?
zlomkom. Ako to méZeme vyuZit pri vypocte podielu ~ / 6? Co je
prevratenym zlomkom k celému ¢islu?

Vydelte so zvySkom pomocou rozkladu delenca aj pomocou algoritmu
delenia: 2450 / 8 a urobte aj kontrolu spravnosti.

10) Vypocitajte pomocou klasického, indického a egyptského ndsobenia stcin

16 - 75. Ktory sp6sob bol najrychlejsi? Preco?

11) Vypocitajte 3 - (6 +8 / 4 -2) / 5 =? Ktora operéacia sa vykona ako prva?

12) Vlozte do vyrazu zatvorky tak, aby vysledok bol rovny desiatim:

2+8/4/2-1
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RieSenia

1)

2)

Ak je pondelok ¢islo 1, o dvesto dni bude ¢islo 201. 201 = 5 (mod 7). Bude
piatok.

Pomocou indického nédsobenia to bude najjednoduchsie. Pri s¢itavani
pocitame vzdy do Sest - cela Sestka sa posunie ako +1 do vyssieho radu.

1 5 4
2" 33/3'20/3
5+2/2’|41/,22

0o 5 2

Obrézok 27. Indické ndsobenie 154 - 4326 = 1250524
10 / 6 =1,6666...;18,32 / 6 = 3,0533333...
6-ciferna peridda 076923, napriklad 1 / 17 ma az 16-cifernt periédu.
0,2-30=6alebo1/52z30=30/5=6.
2358.
11820, 11880.
;-% = %. Celé ¢islo vieme prepisat na tvar zlomku tak, ze v menovateli
bude jednotka, takze prevrateny zlomok k ¢islu 6 je 1/6.

(2400+50) / 8 =300 + 6 zv. 2 alebo 2450 / 8 = 306 zv. 2.

05
50
2

Skuska 306 - 8 = 2448, 2448 + 2 = 2450.

10) Vysledok je vzdy 1200. NajrychlejSie to vyjde pravdepodobne pomocou

egyptského nasobenia, pretoZe 16 je mocnina dvojky a ¢islo 75 sa 'ahko
zdvojnasobuje: 75, 150, 300, 600, 1200.

11) Vysledok 1, prvé sa pocita 8 / 4.
12) 2+8/(4/2-1).
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VIII. Ked sa c¢isla stavaja pismenami

V tejto kapitole sa zoznamime s tym, ako sa v matematike pouZivaja pismena
na oznacenie cisel - takzvané premenné. Uvidime, ako nam tieto pismena
pomahajt zjednodusit zapisy a riesit problémy vo vSeobecnosti, nielen pre
konkrétne ¢isla. Naucime sa, ¢o st rovnice a nerovnice, ako ich riesit pomocou
ekvivalentnych aprav aj pomocou modelu rovnoramennych véh. Zozndmime
sa aj s diofantickymi rovnicami, ktoré majt rieSenia len medzi celymi ¢islami.
V dalsich ¢astiach kapitoly sa nauc¢ime riesit ststavy rovnic, pozrieme sa na
lomené a kvadratické rovnice, a nakoniec si vysvetlime, ¢o je to funkcia, ako ju
mozno zapisat, zndzornit aako rozoznat priamu anepriamu umernost.
Kapitolu zakonc¢ime jednoduchou, ale uzito¢nou metédou trojclenky, ktora
nam pomadha riesit tlohy z redlneho Zivota.

Premenné

Premenné v matematike oznacujeme obvykle malymi pismenami (nemusi to
byt nutne x.) V prvych roénikoch zdkladnej skoly pracujeme so ,skrytymi
¢islami” - to znamend, ze premennu chiapeme ako konkrétne ¢islo, ktorého
hodnotu v tomto case eSte nepozndme. Premenné st sacastou vyrazov -
matematickych zapisov, v ktorych vystupuju ¢isla, premenné a poctové
operacie. Vyrazmi modZeme vyjadrit roézne skutocnosti jednoduchsie.
Napriklad beZne pouzivané vzorce st matematickymi vyrazmi. Ak chceme
povedat, e obsah obdiznika sa potita ako suc¢in dizok jeho stran, vyrazom
a - b to vyjadrime ovela struc¢nejsie.

Pismena v tomto vyraze zastupuju konkrétne ¢isla - hodnoty premenne;.
Premenné st to preto, Ze méZzu mat roznu hodnotu, v jednom pripade ale vzdy
ta istd. Ked pocitame obsah jedného obdiznika, hodnoty premennych a a b st
presne dané. V inom obdizniku budd hodnoty zasa iné.

Okrem zjednoduSenia zépisov premenné umoznuju objavovat vlastnosti
platné pre vsetky mozné hodnoty naraz. Napriklad, ak chceme zistit, ako sa
nekonecne vela prikladov typu: Ak bola jedna strana 2 cm a druhé 3 cm, obsah
bol 6 cm?. Po zdvojnasobeni je jedna strana 4 cm, druhd 6 cm a obsah je 24 cm?,
¢o je styrikrat viac. Ulohu mozeme pomocou vyrazu s premennymi vyriesit
naraz pre vietky mozné rozmery obdiznikov: pévodne bol obsah a-b, po
zdvojnasobeni bude2-a-2-b=4- (a-b), takZe Styrikrat viac.
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Premenné mozu zastupovat vel'a roznych konkrétnych ¢isel - hodnot. Niekedy
zastupuju iba jedno alebo niekol'ko ¢isel a nasou tlohou je zistit, ktoré ¢islo to
je. Takéto premenné ¢asto nazyvame nezname.

Rovnice a nerovnice

Rovnost je vyrok (tvrdenie, o ktorom je mozZné uvazovat, ¢i je pravdivé alebo
nepravdivé). Napriklad 2 + 3 = 5 je pravdivy vyrok, kym 2 + 3 = 4 je vyrok
nepravdivy. Podobne nerovnost je vyrok, ktory obsahuje niektory zo znakov
nerovnosti: <,>,<,>,#. Moze byt pravdivy alebo nepravdivy. Hovorime, ze
rovnost (alebo nerovnost) plati alebo neplati.

Rovnica resp. nerovnica je zapis, ktory obsahuje premenné (nezname), za ktoré
mame dosadit také hodnoty, aby vzniknutd rovnost, ¢i nerovnost, bola
pravdiva.

2x +3 =5 je rovnica. Jej rieSenim je ¢islo x =1, pretoze 2-1+3 =5 je
rovnost, ktoréd je pravdivé, t. j. rovnost plati.

2x +3 =5 je nerovnica. Jej rieSenim je napr. ¢islo x = 10, pretoze nerovnost
2-10+ 3 = 5 plati. Nerovnice mavajua obycajne vela rieSeni.

Linearna rovnica o jednej neznamej

Ide o rovnicu, ktora sa d& upravit na tvar: ax + b = 0, kde 4, b st dané realne
¢isla, ¢islo aje roézne od nuly. Linedrnu rovnicu upravujeme pomocou

. o y b . PR .
ekvivalentnych tprav az na tvar x = —. Z toho je zrejmé, Ze linearna rovnica

o0 jednej nezndmej mé jedno redlne rieSenie, ak a # 0. Ak by platilo a =0,
rovnica by sa stala rovnostou a mala by teda bud nekone¢ne vela rieSeni
(Gpravami sa redukuje na tvar 0 = 0), alebo Ziadne rieSenie, ak b # 0.

Ekvivalentné Gpravy sa také apravy rovnice, pri ktorych sa nemeni mnozina
rieSeni - ¢isel, ktoré mozno dosadit za premenna pri zachovani pravdivosti.
Ekvivalentné tpravy sa najlahsie ilustruja na modeli rovnoramennych vah:

1. vymena pravej a lavej strany rovnice - ked na vdhach vymenime pravi
misku scelym obsahom za lava anaopak, rovnovdha zostane
zachovana.

2. pripocitanie (alebo odpocitanie) I'ubovolného ¢isla alebo mnohoclena
k obom strandm rovnice - ked’ pridam alebo odoberiem z oboch misiek
rovnoramennych vah také isté zavazie, rovnovaha zostane zachovana.

3. vynésobenie (alebo vydelenie) oboch stran rovnice rovnakym
nenulovym ¢islom alebo mnoho¢lenom. Napr. odoberieme z kazdej
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misky polovicu toho, ¢o tam je, rovnovaha sa nezmeni, pridam na obe
misky este raz tol'ko, kol'ko uz tam je, rovnovaha sa nezmeni.

# Vyrieste rovnicu 3x +5 = 9 + x pomocou modelu rovnoramenniyjch vdh.

Nezndmu si zakreslime ako jabl¢ko neznamej hmotnosti, ¢isla 5 a 9 st zavazia
so znamou vdhou 5 a 9 (na vdhovych jednotkéch teraz nezéleZi).

o8 o Bo
Ly

Obréazok 28. Znézornenie rovnice 3x +5=9 + x

Riesenie pomocou ekvivalentnych aprav by vyzeralo asi takto:

V prvom kroku sme zoboch stran vybrali jedno jabi¢ko - rovnovaha je

wen [5)

\— A 5 W —

Ly

Obrazok 29. RieSenie rovnice na modeli rovnoramennych véah - 1. krok

zachovana.

V druhom kroku sme rozdelili zavaZzie s vahou 9 na jedno s vdhou 5 ajedno
s vdhou 4 a z oboch stran odstranili zdvazie s vdhou 5.

L] EYn
\— e\ W e—

=

Obrazok 30. RieSenie rovnice na modeli rovnoramennych vah - 2. krok

Nakoniec obe strany skratime na polovicu.
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. [2)

\— Ao\ W —

Ly

Obrazok 31. RieSenie rovnice na modeli rovnoramennych véah - 3. krok

RieSenim rovnice je preto x = 2.

Model rovnoramennych vah je vybornym nazornym spdsobom vizualizacie
celého procesu rieSenia linedrnej rovnice. Ekvivalentné tpravy st nie¢im, ¢o
vedia Ziaci aj sami pomocou tohto modelu odvodit. Istym nedostatkom je nie
tplne jednoduché pouzitie zapornych ¢isel. Napriklad rovnicu 2x —7=5 — x by
sme pomocou vah modelovali tak, Ze by sme si predstavili héliové baléniky,
ktoré by misky tahali opa¢nym smerom.

o o AT
Ly

Obréazok 32. Zné&zornenie rovnice 2x -7 =5 -x

Pri tomto zndzorneni sme rovnicu fakticky prepisali na tvar 2x + (=7) =5 + (—x)
a zaporné c¢leny modelovali v pripade ¢isla —7 balénikom, ktory taha lava
misku vah silou 7 nahor. Clen —x je reprezentovany $pecidlnym bal6nikovym
jabiékom, ktoré taha pravu stranu vdh smerom nahor takou istou silou, ako
vazi jedno oby¢ajné jabicko.

Hranim sa s takymito predstavami mozeme prist k dalsim tpravam, ktoré
¢asto pri rieSeni rovnic vyuzivame: Zaporné ¢isla ,prehadzujeme” na druht
stranu ako kladné. PretoZe ak balénik taha jednu misku nahor, zaroven taha
druht misku nadol. (Matematicky ide stale o bezna ekvivalentnti apravu -
pripocitanie toho istého ¢isla k obom strandm rovnice.) Napriklad na

https:/ /www.geogebra.org/m/uza2sk7y mozno experimentalne overovat
platnost ekvivalentnych tiprav prave na takomto modeli.

Diofantické rovnice

V 8kolskej matematike pracujeme ¢asto v mnozine celych, resp. prirodzenych

¢isel. Rovnice, ktorych parametre (¢isla) st celé ¢isla a aj rieSenim st iba celé
¢isla, sa nazyvaju diofantické rovnice (podl'a Diofanta z Alexandrie).
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Diofantickou rovnicou o dvoch neznamych je rovnica ax + by = c, kde 4, b,
c st celé ¢isla a navyse g, b stt nenulové. Takato rovnica md rieSenie vtedy a len
vtedy, ak najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel a a b je zaroven delitelom aj ¢isla c.

# Vyberte tie diofantické rovnice, ktoré nemajii Ziadne riesenie:

2x +4y =7
3x—6y =28
3x —6y =3

12x + 16y = 10

Prva rovnica ma na pravej strane nasobky dvojky, ale Iava strana nie je
nasobkom dvojky, preto nemo6ze mat rieSenie. Druhd rovnica ma zasa vlavo
nasobky trojky a vpravo nie. Tretia je rieSitelna, Stvrtd ma vlavo ndsobky
stvorky, ale 10 nie je ndsobok 4, preto tiezZ nema riesenie.

Riesitelné diofantické rovnice majt vzdy nekonecne vela celych rieSeni, no
zadaniu tlohy nemusia vyhovovat vsetky, ale len niektoré z nich.

# Nidjdite vsetky prirodzené Cisla, ktoré vyhovujii rovnici 2x + 3y = 15.

x|0]3]6[|9 (12

y|5[3[1]-1]-3

Zadaniu tlohy vyhovuju len prvé tri rieSenia (ak povazujeme 0 za prirodzené
¢islo).

Prvé riegenie je mozné najst odhadom. Dalsie riesenia sa dajt I'ahko odvodit:
vSimnime si, Ze v x-riadku priddavame k prvému rieSeniu nasobky trojky
(koeficient pred y) a v y-riadku zasa od¢itavame nasobky dvojky (koeficient
pred x). Pri takomto rieSeni nezabadajme urobit sktasku spravnosti aspon pri
poslednom takto odvodenom rieSeni: 12 -2 —=3 - 3 =15.

# Nidjdite aspori 8 roznych rieseni diofantickej rovnice 3x — 4y = 10.

x|-212 |6|1014|18 |22 |26

y|-4|-1[2]5 [8 [11|14]17

Vtomto priklade sme uhddli vyznacent moznost a d'alsie sme odvodili -
pokracovat moéZeme na obe strany - priddvanim alebo uberanim. V§imnime si,
ze v tomto priklade naraz pridavame pri x aj pri y.

Diofantické rovnice st ¢asto skryté v réznych slovnych tlohéach.

# Na dvore pobehujii sliepky a kraliky. Spolu je tam 26 néh. Kolko méze byt na dvore
kralikov a sliepok?
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Uloha sa da prepisat na diofantickt rovnicu 2s + 4k = 26, ktort je mozné
upravit na tvar s + 2k = 13 s rieSeniami:

s(11(9|7|5|3]|1

k|11 |2|3]|4|5]|6

Predpokladame, Ze na dvore sa nachddza aspor jeden krélik. Potom maé tloha
6 roznych rieSeni.

# Ako moZeme zaplatit sumu 19 eur pomocou dvoj- a piteuroviek?
2x + 5y = 19
x| =312|7|12

y|5 [3]1]-1

Ak neuvazujeme o vyddavani, tak tlloha méa len dve moZzné rieSenia.

(Ak by bola tloha postavena tak, ze aj obchodnik mé len dvoj- a pateurovky,
ako je mozné zrealizovat platbu? Potom st spravne aj rieSenia zdporné: Dame
5 péteuroviek avydaji ndm 3 dvojeurovky alebo ddme 12 dvojeuroviek
a vydaja ndm jednu pateurovku. Mali by sme nekonecne vela rieSeni.)

Vsimnime si, Ze aj tu sme d’alie rieSenia tvorili tak, ze k prvému uhddnutému
sme pripocitavali pri x patnasobky a priy dvojndsobky od¢itavali. Aj opaénym
smerom - pri x odcitali a pri y pripocitali.

Stastava dvoch linearnych rovnic o dvoch neznamych

Niekedy na vyrieSenie problému potrebujeme pouzit dve rovnice. Najma ak

mame dve nezname a vieme medzi nimi najst dva vztahy.

# 'V cukrdrni predavajii kolaciky a muffiny. Koldcik stoji 2 € a muffin 3 €. Zakaznik
kiipil spolu 7 kusov a zaplatil 17 €. Kolko kupil kolacikov a kolko muffinov?

Vztahy medzi nezndmymi mozno zapisat rovnicami:
k + m =7 pre stcet poc¢tu kolacikov a muffinov,
2k + 3m =17 pre sumu nédkupu za kolaciky a muffiny.

Sastavy dvoch rovnic o dvoch nezndmych sa najcastejSie rieSia dvomi
sposobmi:

Dosadzovacia metéda - zjednej rovnice vyjadrime jednu nezndmu a tato
dosadime do druhej rovnice - tym dostaneme jednu rovnicu o jednej neznamej,
ktort vyrieSime a spétne vyjadrime aj druht neznamu. V tomto pripade napr.
z prvej rovnice dostaneme m =7 — k, dosadime do druhe;:
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2%+3.(7-k =17

2k +21-3k=17
21 - k=17
k=4

Dopocitame m = 7 — k= 3. TakZe muffiny boli tri a kolaciky styri. Kontrolu
spravnosti urobime tak, ze dosadime tieto hodnoty do oboch rovnic a zistime,
¢i platia.

Scitacia metdda - rovnice vynasobime (obe strany) nejakym vhodnym ¢islom

a potom celé rovnice s¢itame tak, aby sa jedna nezndma sa vynululovala.
V predchéddzajacom priklade by to vyzeralo takto:

k+m=7..... / vynasobime ¢islom —2, aby nezndma k vypadla:
-2k + (—2m) = -14

2k +3m =17

O+m=3

Druht nezndmu k dopocitame z prvej rovnice.

Priklad, na ktorom sme demonstrovali dva najcastejSie sposoby rieSenia
stustavy dvoch linearnych rovnic, bol vhodny pre oba. To, ktort metédu
vyuzijeme, zavisi od konkrétnej tlohy. Niektoré ststavy sa viac hodia pre jeden
a niektoré pre druhy spdsob. Riesitelné st ale vzdy oboma.

Dalsie typy rovnic

Linedrne rovnice nie st jedinym typom rovnic, sktorymi sa moézu ziaci
na zakladnej skole stretnat. Struc¢ne si predstavime eSte dva castejsie sa
vyskytujace typy: lomené rovnice a kvadratické rovnice.

Lomené rovnice

Lomené rovnice st také rovnice, ktoré obsahuji neznamu v menovateli
niektorého zlomku. Pri ich rieSeni postupujeme podobne ako pri linedrnych
rovniciach - pouzivame ekvivalentné tpravy. Navyse vsak musime dat pozor
na to, ktoré hodnoty neznamej sti zakdzané, pretoZe by viedli k deleniu nulou.

Pri rieSeni postupujeme nasledovne:

1. Ur¢ime definiény obor - zapiSeme, ktoré hodnoty nezndmej nesmie
nadobudnat (napr. ktoré hodnoty premennej xrobia menovatele
nulovymi).
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2. Rovnicu upravime na linedrnu - napriklad vynasobenim najmensim
spolo¢nym nasobkom menovatelov.

3. Rovnicu vyrieSsime pomocou ekvivalentnych aprav a skontrolujeme, ¢i
rieSenie patri do defini¢ného oboru.
. .2
# Rieste rovnicu — =1
Defini¢ny obor: x # 3 (lebo by bol nulovy menovatel). Vyndsobime rovnicu
vyrazom x — 3, ¢im dostaneme linedrnu rovnicu 2 = x — 3. Pripocitame 3 k obom
strandm a vidime, Ze x = 5.

Kontrola: 5 patri do defini¢cného oboru = riesenie je x = 5.
Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice st rovnice, ktoré obsahuji nezndmu umocnent na druht.
Ich zakladny tvar je:

ax’+bx+c=0

kde a # 0 a b, c st redlne ¢isla. Na zdkladnej skole sa Ziaci vdcsinou stretavaju
len sjednoduchsimi kvadratickymi rovnicami, najma takymi, ktoré moZno
rozloZit na stcin alebo rieSenie uhadnut.

Uzito¢né vlastnost, ktort by mal ucitel ovladat, je toto pravidlo: Ak koeficienty
a, b, ¢ su celé ¢isla a kvadratickd rovnica ma racionalne rieSenie tak, ¢itatel tohto
rieSenia bude delitelom ¢isla ¢ a menovatel delitelom ¢isla a. Napriklad
rovnica x2 + x — 6 = 0 mdZe mat raciondlne rieSenia jedine z tychto: £1, +2, £3
alebo *6. Tieto ma zmysel testovat. Rychlo objavime, ze pre x=2 ax= -3
rovnica plati. Ak by nevyslo Ziadne z tychto ¢isel, rovnica by nemala rieSenie
v mnozine racionalnych ¢isel. (V mnoZine redlnych cisel moéze mat - takéto

rieSenia ale neuhadneme.)

Funkcie

Funkcie si najjednoduch$ie predstavujeme ako predpis, podla ktorého
zjedného c¢isla dostaneme iné ¢islo. Pekné zndzornenie je napriklad
prostrednictvom tzv. éarovnych mlynéekov. Carovny mlynéek funguje tak, ze
do neho vkladdame povolené c¢isla a vypadavaju zneho iné ¢isla podla
urc¢eného predpisu. Predpis je napisany na obale.
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Vkladat iba celé cisla!

Obréazok 33. Carovny mlynéek ako model funkcie

sz Nz

Pri avodnych hrach maja Ziaci uhddnut, aké ¢islo z mlynéeka vypadne, ak
do neho vhodime nejaké konkrétne ¢islo. Naro¢nejsim typom tlohy by bolo
najst ¢islo, ktoré do mlynceka niekto vhodil podl'a toho, ¢o vypadlo. Skuto¢nou
vyzvou by bola dloha ndjst predpis (ktory sa zdhadne stratil)
experimentovanim a objavovanim rdéznych dvojic vstup - vystup. Carovn}’/
mlynéek by robil nieco s ¢islami a Ziaci by mali prist na to, co.

Vtomto modeli je dolezité poznamenat, zZe po opakovanom vhodeni
konkrétneho ¢isla vzdy vypadne ten isty vystup. Moze sa stat, ze dva rozne
vstupy vedua k tomu istému vystupu, ale nikdy sa nemoze stat, zZe z rovnakych
vstupov vyjda rozne vystupy.

Rovnice a funkcie maja vela spolo¢ného. Rovnica sa skladéd z pravej a l'avej
strany. Ak je na pravej strane iba ¢islo, I'avi stranu mozeme chapat ako predpis
funkcie, pre ktora hfaddme, aké ¢islo treba vlozit za premennd, aby hodnota
funkcie bola rovna ¢islu na pravej strane rovnice. Napriklad, ak nepozndme
vstup, ale len vystup, carovny mlyncek hore je rieSenim rovnice 2x + 3 = 19.

Definicia funkcie

Ak si spomenieme na definiciu zobrazenia, budeme vediet definovat aj
funkciu. Ide totiz o zhodné pojmy. Rozdiel spociva iba v oblasti ich pouzitia.
Pojem funkcia sa castejSie pouziva v algebre ¢i analytickej matematike, kym
zobrazenie zasa v geometrii ¢i tedrii bindrnych reldacii.

Pripometime si: Bindrna relicia zmnoziny M do mnoziny N je akakol'vek
mnozina usporiadanych dvojic [a, D], pre ktoré a je z mnoziny M a b z mnoziny
N. (Podrobnejsie sa tejto téme venujt napr. Hic - Pokorny, 2010.)

Zobrazenie je taka binarna relacia z mnoZiny M do mnoziny N, pre ktora plati:
Kazdému prvku z mnoziny M je priradeny prave jeden prvok mnoZziny N.
Inymi slovami: Zobrazenie (aj funkcia) je taka mnoZzina usporiadanych dvojic
vzor — obraz, pri ktorej po vol'be vzoru - vstupu, vieme jednoznacne urcit jeho
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obraz - vystup. Aby bola reldcia zobrazenim (funkciou), kazdy vstup moéze
mat najviac jeden vystup. Ak by mal mat viac, neslo by o zobrazenie (funkciu).

Vzor obycajne oznacujeme ako nezavisla premenna (moéZeme ju I'ubovolne
menit) a obraz je zavislou premenou (jeho hodnota zavisi od hodnoty vzoru).

Funkciu ¢asto oznacujeme v tvare: f:y = f(x), kde fje nazov funkcie (hocijaké
malé pismeno), y je zavisld premennd a x nezavisld premenna.

Mnozina vsSetkych pripustnych hodnoét nezavislej premennej sa nazyva
defini¢ny obor funkcie a oznac¢uje sa D(f). MnoZina vSetkych moznych hodnot
zavislej premennej sa nazyva obor hodnét funkcie a oznacuje sa H(f).

Funkcia byva obyc¢ajne jednoznacne urcend jednou z tychto troch moznosti:

1. Predpisom a definicnym oborom: Napr.: f:y = 2x,D(f) = N. Pozor
vzdy je nutné uviest aj defini¢ny obor. Funkcia: g:y = 2x, D(f) = R nie
je ta istd ako funkcia f. Na ¢arovnych mlyncekoch by mal byt vzdy
uvedeny predpis, ale aj definicny obor - mnozina cisel, ktoré do
mlynéeka mozno vkladat'.

2. Vymenovanim vsetkych dvojic [vzor, obraz]: tdito moznost prichadza
do avahy len v pripade, ak defini¢ny obor obsahuje len maly pocet
prvkov. Obycajne sa dvojice pre prehladnost zapisujia do tabulky.

.....

kompletn4, ale na rieSenie tiloh moze byt prehl'adnejsia ako predpis.

x|0]1|2|3[4]|5 |6 |7

y10(2(4|6|8]10(12|14

Tabulka hodnoét funkcie f:y = 2x,D(f) = N.

3. Grafom funkcie: Tato moZnost je jednoznacna v pripade, Ze defini¢ny
obor aj obor hodnét st ohranicené - je mozné zakreslit vSetky mozné
dvojice. Graf funkcie robime aj v ostatnych pripadoch pre jeho
nazornost. Z grafu vieme rychlo urcit, ako sa spréva funkcia - ¢i rastie,
klesa, kde sa pretina s osou x alebo y a podobne.

Na obrazku 33 vidime cast' grafu funkcie f:y =2x,D(f) = N (nie je cely,
pretoze pokracuje do nekonecna), grafom funkcie g:y = 2x,D(f) = R by bola
priamka prechadzajtca tymi istymi bodmi, ktoré tvoria graf funkcie f.
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Obréazok 34. Graf funkcie

Specialnymi typmi funkcii, s ktorymi sa na zakladnych $kolach stretavame
najcastejsie, su postupnosti, priama a nepriama tmernost.

Postupnosti

Postupnost je Specidlny typ funkcie. Je to kazda funkcia, ktorej defini¢ny obor
je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. Tym, Ze kazda postupnost ma ten isty
defini¢ny obor - mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel, nie je nutné uvadzat
dvojice [vzor, obraz], sta¢i napisat hodnoty obrazov v poradi. Funkcia
fz predchddzajiceho textu je postupnostou, a preto ju mozeme zapisat aj
v tvare: 2, 4, 6, 8,10, 12, 14, ... alebo vSeobecne (n-ty ¢len postupnosti je rovny
&islu 2n1). Cleny postupnosti nemusia byt iba celé ¢isla. Mdzu to byt akékol'vek
redlne ¢isla. Postupnosti mozu byt definované:

1. vSeobecnym predpisom - napr.. a, = 2n . VSeobecny predpis je
prakticky totozny so standardnym zapisom funkcie. Namiesto zavislej
premennej y mame n-ty ¢len postupnosti.

2. vymenovanim prvych niekol'ko prvkov, ak sa z nich da odvodit, aké
prvky budu nasledovat -0, 2, 4, 6, 8,10, 12, 14, ... alebo

3. predpisom, ako z predchadzajtcich prvkov vypocitat nasledujtci -
Ant+1 = Ay + 2, pricom musime urcit prvy prvok: ao = 0.

Zaujimavymi zndmymi postupnostami st periodické postupnosti - ¢leny sa
pravidelne opakujti, Fibonacciho postupnost - postupnost, pre ktora plati
p = An_q +an_p, a9 =1,a; =1, aritmetické postupnosti, pre ktoré plati
ans1 = an +d , kde dje cislo, oktoré sa ¢leny zvacSuju, geometrické
postupnosti, ktoré sa zvacsujt g-ndsobkom: a,; = a, - q.
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Priama timernost

Priama tmernost je vztah medzi dvoma premennymi, ktory moZno napisat
ako funkciu s predpisom y = a - x, kde a je konkrétne ¢islo. Prikladov mozeme
najst nespocetne vela:

& Vyjadrite zdvislost obvodu $tvorca od dizky jeho strany

O = 4a. Pre prehladnost uvedieme dvojice vzor - obraz do tabulky, v ktorej
horny riadok bude naplneny prirodzenymi ¢islami zoradenymi podla vel'kosti
a spodny riadok bude obsahovat obrazy ¢isel z horného riadku.

a |0{1]|2|3 |4 |5 |6 |7
O(0(48(12|16|20|24 |28

Vsimnime si, Ze rozdiel susednych hodnoét zavislej premennej je vzdy 4.
Navyse plati dalsia vSeobecne znama vlastnost priamej umernosti:
Zdvojnasobenim hodnoty nezavislej premennej sa zdvojnasobi aj hodnota
zavislej premennej.

# Vyjadrite zavislost drdhy od casu alebo ryjchlosti pri rovnomernom priamociarom
pohybe.

Draha pri rovhomernom priamociarom pohybe sa pocita pomocou vzorca s =
v - t. Tu mame v8ak dve nezdvislé premenné - jednu z nich si teda zafixujme.
RieSime otdzku, ako zavisi prejdena drdha od casu, ak sa teleso pohybuje stale
rovnakou rychlostou (napr. 5 km/hod). Opét bude platit, ze zdvojndsobenim
¢asu sa zdvojnasobi aj drdha, trikrat viac ¢asu znamena trikrat dlhsia cesta.
Podobne, ak by sme zafixovali ¢as - ako sa meni prejdend draha od rychlosti
auta, ak vzdy meriame v rovnakom ¢asovom intervale? Cim ideme rychlejsie,
tym d'alej déjdeme. Dvakrat rychlejsie = dvakrat dale;j.

Pri priamej tmernosti je uZito¢né vzdy sa zamysliet nad tym, ¢i nasobok
hodnoty nezavislej premennej skuto¢ne rovnako znasobi aj hodnotu zavislej
premennej. To, Ze so stapanim jednej premennej stapa aj druhd, nemusi byt
vzdy dostato¢nym ddokazom o tom, Ze ide o priamu tmernost.

# Jurko ma desat gulocok. Kazdy deni vyhrd dalsie tri. Kolko guldcok bude mat
po desiatich drioch?

Pocet Jurkovych gul6¢ok sa so zvySovanim poc¢tu dni zvysuje, ale nie
priamotmerne. Priamotmerne by to bolo, ak by na zac¢iatku nemal Ziadne
gul'ocky. Takto je pocet jeho guldcok dany vztahom g = 10 + 3t, ¢o nie je
priama tmernost. (Vztah medzi pridanymi gul6¢kami a ¢asom uz priamou
umernostou je.)
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Nepriama tmernost

Matematicky ide o vztah: y = %, kde a je konstanta. Grafom je takato krivka:

Obrazok 35. Nepriama tmernost

Priklady na nepriamu amernost zaradujeme medzi tie naro¢nejsie. Casto sa
dajt odvodit z prikladov na priamu timernost:

# Zistite, ako zdvisi velkost jednej strany obdlZnika od druhej, ak obsah md byt vZdy
10 cm?.

Vztah mozeme vyjadrit vzorcom b = 17?. Niekolko hodndt zakreslime
do tabulky:

a 1 2 3 4 5 10 20

b 10 5 10/3 125 |2 1 0,5

Vsimnime si, Ze zdvojnasobenim nezavislej premennej sa zavisla premenna
zmensi na polovicu. Navyse sti¢in hodnot v jednom stlpci je stéle rovnaky.

# Opiste zdvislost medzi rychlostou a casom pri rovnomernom pohybe, ak prejdend
drdha je vzdy 10 km.

Ak pdjdem dvakréat rychlejsie, cesta bude trvat len polovicu ¢asu. Vztah sa da
10

vyjadrit rovnicou t = —.

v
Pozor! To, Ze jedna premennd sa zvac¢suje a to spdsobuje zmensovanie druhej
eSte neznamend, Ze ide o nepriamu timernost’

# Jozko ma 20 auticok. Kazdy deni mu jedno vezmem. Popiste zivislost poctu auticok
od casu.

Po jednom dni bude mat 18 auticok, po dvoch drioch 16, atd’. So zvySovanim
¢asu sa zmensuje mnoZzstvo auti¢ok, no ak by islo o nepriamu timernost, musel
by mat po dvoch dinioch polovicu auticok, ktoré mal po jednom dni.
Po zakresleni tejto funkcie do grafu by sme videli, Ze ide o linedrnu zavislost
(body grafu lezia na priamke), ale nie o priamu ani nepriamu Gmernost.
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Trojclenka

Trojc¢lenka je ¢asto pouzivany (nie jediny) spdsob rieSenia tiloh na priamu alebo
nepriamu tmernost. Pouzivame ju v tlohach, kedy pozndme vztah medzi
dvoma premennymi - je to priama alebo nepriama tmernost, ¢o zistime podla
kontextu. Dalej pozname tri tidaje a potrebujeme dopoéitat stvrty. Do jedného
riadku napiSeme vztah medzi dvoma zndmymi tidajmi a do druhého neznamu
spolu so zndAmym tdajom tak, aby prislusné veli¢iny boli pod sebou.

Napriklad v alohe o préci - dvaja robotnici spravia urcitd pracu za 15 dni,
kol'ko robotnikov potrebujeme, aby to spravili za 10 dni? ZapiSeme

V l'avom stlpci st robotnici, v pravom dni. Dvom robotnikom priradime 15 dni.
Nezndmemu poctu 10 dni. Potom nakreslime $ipku smerom od nezndmej:

A druha Sipku bud’ rovnakym smerom, ak je vztah priamou tmernostou,
alebo opa¢nym smerom, ak je vztah nepriamou tmernostou - ako v naSom

priklade.

Pozdlz &ipok v ich smere piseme zlomky, ktoré sa budu rovnat:
x 15
210

RieSenim tejto rovnice dostavame rieSenie x = 3.
Co si zapamatat?

e Premennd oznacuje c¢islo, ktoré moze nadobudat roézne hodnoty.
Nazyva sa aj neznamou a oznacuje sa malymi pismenami.

e Rovnost a nerovnost stt matematické vyroky, ktoré moézu byt pravdivé
alebo nepravdivé.

e Rovnica resp. nerovnica je zapis, ktory obsahuje premenné (nezname),
za ktoré mame dosadit také hodnoty, aby vzniknuta rovnost, ¢i
nerovnost, bola pravdiva.

e Ekvivalentné dpravy nemenia mnoZinu rieSeni rovnice. Model
rovnoramennych vah pomaha vizualizovat rieSenie rovnic.

z Mz

e Diofantické rovnice st rovnice, ktorych rieSenim sa celé ¢isla.
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Linearne rovnice st rovnice, ktoré mozno ekvivalentnymi Gpravami
upravit na tvar ax + b = 0, maja jedno rieSenie, ak a # 0.

Ststava rovnic sa riesi metédou dosadzovania alebo séitania.

Lomené rovnice obsahuji nezndmu v menovateli - musime dat pozor
na zakdzané hodnoty.

Kvadratické rovnice sa daja upravit na tvar ax? + bx + ¢ = 0 a niektoré
vieme riesit uhadnutim.

Funkcia je predpis, ktory kazdému vstupu prirad'uje prave jeden vystup.
Funkciami st aj postupnosti, priama a nepriama timernost.

Nie kazdy vztah, kde s rastom jednej premennej klesd druhd premennd,
je nepriama timernost.
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Ulohy

1)

2)

Ak za jedno euro dostanem 25 ¢eskych kortn, kol'ko eur potrebujem na 750
¢eskych korun?
Je potrebné zorat 50 arov pddy. Jednému oracovi by to trvalo 50 dni. Kol'ko

potrebujeme najat ordcov, aby bola praca hotova za 5 dni?

3 kg jablk stoja 5 eur. Vyjadrite vztah medzi hmotnostou jabik
v kilogramoch a cenou.

Vstupenka do kina stoji 8 eur, detska 7 eur. Vyjadrite vztah medzi po¢tom
dospelych a detskych navstevnikov a celkovou cenou za ich listky.

Vyrieste diofantickt rovnicu: 2x + 7y = 15 v mnoZine prirodzenych cisel.
Néjdite vSetky riesenia.
Vyrieste diofantickti rovnicu v mnozine celych ¢isel: 27x + 9y = 15. RieSenie

zdodvodnite.

Vyrieste ststavu rovnic: 3a + 2b=8aa - 2b =11.

VyrieSte rovnicu: % = x3Tz

Je dana kvadraticka rovnica x2 + bx + ¢ = 0. Je zname, Ze ak ma rieSenie
z mnoziny celych ¢isel, tak musi byt delitelné ¢islom c. Skuste tento fakt
odvodit z prepisu rovnice na tvar (x — ki)(x — k2) = 0, kde k1 a k2 st jej

rieSenia (korene).

10) Z ¢arovného mlynceka zmizol predpis, na zdklade ktorého meni ¢isla.

Vieme, ze mozno vhadzovat I'ubovolné celé ¢&isla. Skusili sme niekol'ko
pokusov a tieto ¢islanam vypadli:0 - 1,1 — 3,2 — 5, -1 — —1. Aky mohol
byt predpis?

11) Zostrojte graf funkcie f. y = 0,5x — 4, ak x patri do mnoziny R. Pre akt

hodnotu nezavislej premennej nadobtida tato funkcia nulov hodnotu?

12) Pole je potrebné zorat za 15 dni. Po 5 drioch prace jedného oraca k nemu

priberieme druhého. Spolu potom dokonc¢ia orbu préve v planovanom case.
Kolko dni pracovali spolu obaja oraci?
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RieSenia

1) 30 eur.

2) Desatkrat viac ord¢ov znamend skratenie doby na jednu desatinu. Pocet
oracov zodpoveda vztahu o = 5_t0, kde za t dosadime 5 dni. Potrebujeme
najat 10 oracov.

3) c¢= g -m, kde m je hmotnost a c cena.

4) c¢=8v+7m, kde cje cena, v pocet dospelych (velki) a m pocet deti (mali).

5) Riedenie, ktoré vieme hned’ uhadnut je napr. 2 -4 +7 -1 = 15. Dalsie by sme
dostali bud’ tak, ze od 4 odpocitavame sedmic¢ku a k1 pripocitavame
dvojku [-3, 3], alebo k 4 pripoc¢itavame sedmicku a od 1 odpocitavame 2
[11, —1]. Ziadne uz ale nebude také, aby obe ¢isla boli kladné. [4, 1] je jediné
rieSenie.

6) Nema rieSenie, pretoze l'ava strana je urcite nasobkom deviatky, ale prava
nie.

7) a=19/4=4,75b=-25/8 =-3,125.

8) Nema rieSenie, pretoZe po vynasobeni menovatelom vyjde rieSenie x = 2,
a to nie je platné - menovatel by bol nulovy.

9) Po roznasobeni (x — k1)(x — k2) = x2 + (k1 + k2)x + kik2 vidime, Ze ¢len ¢ = kiko.
Ked'Ze c je celé ¢islo a ki tiez, je jasné, ze musi byt delitelom éisla c. Dokonca
mozeme povedat, Ze aj druhé rieSenie bude istotne celé ¢islo a vieme ho
vypocitat ako podiel c/ki.

10) 2x + 1.

11) Nulova hodnotu nadobtida tam, kde graf pretina os x, takze pre x = 8.

1

Obrazok 36. Graf funkcie f: y =0,5x — 4

12) 10 dni.
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IX. Slovné alohy

Slovné dlohy sa neoddelitelnou stcastou vyucovania matematiky
na zakladnej skole. St to tlohy, ktoré st formulované slovne a vyzaduja, aby
ziaci rozumeli textu, pochopili kontext a pouZili matematiku na rieSenie
problémov zo Zivota. Slovné tlohy rozvijaja nielen matematické schopnosti,
ale aj citatelska gramotnost, logické myslenie aschopnost pracovat
s informdciami. V tejto kapitole si vysvetlime, ¢o slovné tlohy znamenajt,
na aké casti sa delia, aké st najcastejSie problémy pri ich rieSeni a akym
sposobom moZzeme proces rieSenia systematicky viest'.

Pojem slovna tuloha

Slovné alohy st stcastou kazdého tematického celku v matematike. St prvymi
tlohami, s ktorymi sa Zziaci na zakladnej $kole stretavaja. Spociatku byvaju
zadavané ustne. Ked sa Ziaci naucia dobre ¢itat' s porozumenim, moézu byt
zadania aj pisomné. Slovné tlohy st ¢asto vnimané ako naro¢né. Zakladné

tazkosti ziakov Specifické pre riesenie slovnych tiloh moézeme zhrnat do troch
bodov:

» ziak nerozumie kontextu tlohy alebo nevidi savislost medzi kontextom
a rieSenim slovnej alohy,

e Ziak z roznych dovodov (napr. dizka textu, pouzity jazyk, velké mnozstvo
zadanych informacii, tazkosti c¢itat' text s porozumenim) neuspeje pri
ziskavani informdcii o $truktuare slovnej tlohy zo zadania,

e ziak ziska potrebné informécie zo zadania, ale nevie najst vhodny
matematicky model alebo model ndjde, ale nevie ho vyriesit (Hejny a kol.,
2004).

Definovat slovnd tdlohu nie je jednoduché. Pod pojmom slovna tuloha
v didaktike matematiky rozumieme takt matematickt tlohu, ktora je dana
slovne, vyZaduje jazykové porozumenie a ma presah do Zivotnej skisenosti
cloveka.

Rozoberme teraz tato definiciu:

To, Ze slovna dloha je matematickou tlohou, neznamend, Ze sa s tou Ziaci
stretni iba na hodine matematiky. Matematickou je z dovodu, Ze na jej
vyrieSenie je potrebné pouzit matematiku.
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Slovna tuloha vyZaduje jazykové porozumenie a ma presah do Zivotnych
sktisenosti - to zasa znamend, Ze na jej vyriedenie nesta¢i pocitat. Ziak musi
v prvom rade dobre porozumiet zadaniu. Zadanie nesmie byt v zmysle:
,Povedz, kolko je tri plus tri.” Zadanie musi vychadzat' z reédlnej sktisenosti.
Realnou sktsenostou moze byt aj neredlny (rozpravkovy) kontext. Dolezité je,
aby ziak rozumel tym aspektom, ktoré nie st v zadani explicitne vyjadrené.

Spravne porozumenie slovnej tlohy sa tyka Styroch oblasti:

Vrstva pribehu, ¢i situécie - tyka sa rdmcovych predstav o tlohe.

Vrstva objektov - sem zarad'ujeme vsetky podmety textu tlohy, premenné.
Vrstva vztahov - vizby medzi objektmi dlohy.

Vrstva matematického modelu - ktorym matematickym modelom je mozné
tlohu riesit.
# Patrik sa spytal dedka, ako dlho sa ucil plavat. Dedko odpovedal, Ze asi decimesiac.

Patrik chvilu prekvapivo zizal a potom s ismevom povedal: , Dedko, ja som to
zoladol za dva dni!” Za ako dlho sa naucil plavat dedko?

Vrstva pribehu je predstava o rozhovore dedka a vnuka o uceni sa plavat.
Vrstva objektov obsahuje dedka, Patrika, ¢as ucenia sa.
Vrstva vztahov obsahuje vztah - Patrik: 2 dni, dedko: decimesiac.

Otazka je zamerana na ¢as ucenia sa dedka. Tento tidaj mame v zadani urceny,
takZe slovna tloha na prvy pohlad nemusi byt matematizovana a moze byt
povazovand za jazykové cvicenie typu: vyhladaj v texte odpoved’ na otazku.
Z dobrého porozumenia kontextu alohy a zo Zivotnych sktsenosti prideme na
to, ¢o je problém: decimesiac nie je pouzivanou mierou na meranie ¢asu. Takze
otazkou je, ako toto nestandardné oznacenie prepisat pomocou zauzivanejsej
jednotky. Celé zadanie sa ndm teda redukuje do jednoduchej otazky:

Matematicky model: decimesiac ... ? dni
Zlozky slovnej alohy

Kazda slovna tloha sa sklada z dvoch casti: popisu situacie a otazky. Popis
situdcie by mal obsahovat vsSetky informaécie, ktoré Ziak potrebuje k jej
vyrieSeniu. Niektoré z informdcii mozu byt skryté - Ziak si ich musi dohl'adat
z dostupnych zdrojov. Napriklad: ,Peter si mysli, Ze najcastejsie pismeno
v slovenskych textoch je A, Pavol nestihlasi a hovori, Ze je to E. Zisti, ktoré
pismeno je pouZzivané najcastejSie v texte, ktory prave citate na hodindch
literatary.”
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Alebo informécia, ktora nie je zadana, by mala byt kazdému Ziakovi znama.
Napriklad: , Vajicko sme vlozili do vriacej vody a varili pol decihodiny. Bolo
uvarené natvrdo?” Zadanie predpokladd, Ze Ziak vie (alebo vie zistit), po
kol'kych minatach varenia bude vajicko uvarené natvrdo.

Zadanie nemusi obsahovat len slovny popis situdcie. Vhodnym doplnenim
zadania byvajua aj ilustracie. Pripadne popis situacie tplne chyba a ziak musi
vydedukovat kontext priamo z otdzky: Napriklad: ,O kolko dni ma viac
najdlhsi mesiac v roku od najkratSieho mesiaca v roku?”

Ak chceme, aby Ziaci nepodceriovali fdzu porozumenia, ddvajme im tlohy
s nadbytoénymi informdaciami (adaje, ktoré nie sa potrebné na vyrieSenie
tlohy.)

Zadanie by malo obsahovat aspon jednu otdzku alebo vyzvu. Ak chceme
ziakov viest ktomu, aby formulovali odpovede, zaddvajme im tlohy
s viacerymi otdzkami. Na jednootazkové slovné tlohy buda totiz casto
odpovedat jednym slovom alebo ¢islom. Ak méa tloha otdzok viac, sami pridu
na potrebu sformulovat odpoved celymi vetami. Ak nie je zadana otazka, ale
len vyzva, ziak ma z pochopenia kontextu prist na to, ¢o je otdzkou.

Kontext, v ktorom je slovna tloha situovana, by mal byt Ziakom blizky
a putavy.

Delenie slovnych aloh

Slovné dlohy moZzeme delit podla roéznych kritérii. Napriklad na udlohy
jednoduché a zlozené. Jednoduché tdlohy si vyzaduju pouzitie iba jednej
aritmetickej operéacie. Tieto d'alej m6zeme delit na tlohy na s¢itanie, od¢itanie,
nasobenie a delenie. ZloZené si vyzaduju viac operéacii.

Casto delime slovné tlohy podla kontextu na tlohy o zmesiach, o praci,
o pohybe, o ndkupoch, o malych jedlych veciach, o hrackach aich vlastneni,
o veku, o teplomere... Sa to kontexty, ktoré sa vyskytuja najcastejsie.

RieSenie slovnej tillohy

RieSenie slovnej tlohy vo vSeobecnosti prebieha v niekol'kych krokoch.
Rozbor zadania

Této faza rieSenia slovnej tlohy patri medzi najdolezitejSie. Bez spravneho

pochopenia zadania nie je mozné tlohu spravne riesit. To, ¢i ziak spravne
porozumel zadaniu, zavisi od mnohych faktorov - citatelska gramotnost,
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vlastnd skasenost s podobnou situaciou. Predtym nez ucitel pristapi k d’alsim
etapam rieSenia slovnej tilohy, je potrebné overit, ¢i Ziaci naozaj:

1. rozoznévaju osoby/predmety a vztahy medzi nimi,
2. dokazu situéciu popisat vlastnymi slovami,
3. rozumejd, ¢o maju zistit / vypocitat /najst.
Ak tloha neobsahuje vsetky potrebné udaje, zistujeme, kde sa daji ndjst.

V tejto faze robime predbezny odhad vysledku - to ndm pomoze pri overeni,
¢ineskor ziskany vysledok je spravny. MoZe sa stat, Ze pri predbeZznom odhade
objavime spravne rieSenie tlohy. ESte v8ak nevieme overit, ¢i neexistuje aj iné
spravne rieSenie.

Matematizacia - vytvorenie matematického modelu

Proces matematizécie patri k najnaroc¢nejsim krokom rieSenia slovnej tlohy.
V tomto kroku vyberdme z textu tidaje, ktoré st potrebné a vynechavame tie,
ktoré nepotrebujeme. Abstrahujeme od nepodstatnych podrobnosti
a vytvarame matematicky model situdcie. Uloha sa v tejto faze stdva
matematickou.

Stcastou tvorby abstraktného matematického modelu je aj vytvéaranie vhodnej
formy zapisu. Zapis nemusi byt len pisomny. V jednoduchsich tlohach si ziak
vytvori zapis iba v hlave, pripadne podc¢iarkne v zadani potrebné tidaje. Vel mi
vhodné byvaja grafické znazornenia objektov a vztahov medzi nimi.

Najcastejsie spdsoby matematizacie mozno rozdelit do dvoch typov:

Algebrické riesenie (analyticky pristup) - oznacime to, ¢o chceme vypocitat,
nezndmou. Vyjadrujeme ostatné vztahy vzhladom na tato nezndmu
a zostavujeme rovnicu/ststavu rovnic/nerovnicu.

Aritmetické rieSenie (synteticky pristup) - vychddzame zo zndmych tdajov,
pocitame d'alsie a d'alsie idaje, az prideme k hl'adanému vysledku.

Pokus - omyl - vytvorime systém zapisovania vysledkov jednotlivych
pokusov, napr. tabul'ku.

# Jozko mal nasetrené peniazky. Jeho priatelka Ema mu vzala 20 eur na kiipu kabelky.
O 5 dni neskor mal JoZko narodeniny. Dedko mu dal 40 eur. Ema si este potrebovala
kupit tricko, tak vzala JozZkovi dalsich 15 eur. Jozko si potom kiipil za vsetky zvysné
peniaze kabit, ktory stdl 50 eur.

Algebrické rieSenie - rovnica x — 20 + 40 — 15 = 50.

Aritmetické rieSenie - za¢neme od konca a postupne dopocitame, ko'ko mal na
zaciatku.

115



Pokus - omyl - vytvorime tabul'ku:

Stav -20 Ema +40 dedko | =15 Ema Kabat 50
1. pokus 100 80 120 105 55
2. pokus 50 30 70 55 5

VyrieSenie matematickej alohy

Matematickd tloha, ktord vznikla v procese matematizacie, je v tomto kroku
rieSend matematickymi prostriedkami. CiZe napriklad, ak vysledkom
matematizacie bola rovnica sjednou neznamou, vtomto kroku rovnicu
vyrieSime.

V tejto fdze mozeme robit prva kontrolu spravnosti rieSenia matematickej
tlohy, ak je to efektivne. Napriklad, ak sme riesili rovnicu, dosadime korer do
povodnej rovnice a overime rovnost. Ak kontrola nevychddza, musime znovu
preverit matematické rieSenie, dohladat chybu vo vypoctoch a pod.

Okrem beznych matematickych postupov rieSenia je v niektorych pripadoch
pripustné pouZivat aj metédu pokus - omyl. Tato metéda sa da pouZit
na mnozstvo matematickych tloh. Je zaloZena prave na opakovanej kontrole
spravnosti s vhodne zvolenymi ¢islami. Efektivna je vtedy, ak kontrola
spravnosti je jednoduchsia ako priame pocitanie. Vysledok sktiSame tipnat
a kontrolou spravnosti overujeme, ¢ije spravny. Prikladom moZe byt rieSenie
jednoduchych rovnic v druhom ro¢niku zakladnej $koly. Ziaci maja vyriesit
rovnicu x — 14 = 5. Druhéaci este nemo6zu vediet, Ze tato rovnica sa da
ekvivalentnou apravou upravit na tvar x= 5 + 14. Namiesto toho mozu
postupovat takto:

Skasame nahodné ¢isla - vyhovuja zadaniu?

Podla vysledkov, ktoré nam vznikaj, upravujeme pokusy (sktiSame vé&csie
alebo mensie ¢isla) - v naSom priklade vidime, ze ¢islo musi byt vacsie ako 14.

Po viacerych pokusoch m6Zeme objavit nové vztahy a zakonitosti, ktoré nam
pomodzu vytvorit model, pomocou ktorého dopocitame vysledok - v nasom
priklade prideme na to, Ze to ¢islo musi byt naozaj o pat vacsie ako 14.
(Vac¢sinou sa ndm podari objavit vysledok, kedze ¢asto mavaja alohy , pekné
vysledky.”)
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Dematematizacia - navrat do povodnej situacie

Po wvyrieSeni aovereni rieSenia matematickej ulohy, nastava casto
nedocetiovany krok - dematematizécia. Ziskany vysledok je potrebné vnorit
do kontextu zadania. Vratit ho do redlnej situcie a odpovedat na otazku.

V tejto faze robime aj druhtt kontrolu spravnosti: pytame sa, ¢i nami
vypocitany vysledok je redlny vzhladom na kontext tlohy. Ak sme urobili
predbezny odhad vysledku, je dobré porovnat tento odhad so ziskanym
vysledkom. Ak vysledky nekoreSponduja so zadanim, bude nutné vratit sa
k prvému kroku rieSenia - znovu si precitame zadanie a vytvorime iny
matematicky model, ktory bude zadaniu lepsie vyhovovat.

Kazdé rieSenie slovnej ulohy konciace spravnou odpovedou je spravne -
nentutme deti riesit slovné tlohy podla nami zvoleného postupu.

# V obchode bolo niekolko chlebov. Polovicu z nich plus pol chleba kipila pani
kucharka pre kuchynu. Zo zvysnych chlebov polovicu plus pol chleba kipil pan
Novidk. Posledny chlieb si kiipila pani Mald. Kolko chlebov bolo v obchode
na zaciatku? Kolko chlebov bolo rozpolenych?

Rozbor zadania: V zadani vystupuja chleby, kucharka, pan Novéak a pani Mala.
Kuchérka vzala polovicu chlebov plus pol chleba, pan Novéak polovicu zo
zvysku plus pol chleba a pani Mald jeden. Otéazka je, kol'ko bolo chlebov na
zaciatku. Predbezne odhadujeme, Ze vysledkom by malo byt prirodzené ¢islo
vdcsie ako 3.

Matematizacia moZe byt vykonana viacerymi sposobmi:

algebricky:  na zaciatku ...... x
kucharka ......... x/2+1/2
Novak .............. (x — toto hore) /2 +1/2
Mala ................. 1
Spolu x.

Zostavime rovnicu x =x/2+1/2+ (x —x/2-1/2)/2+1/2+1
aritmeticky (v kombindcii s metédou pokus omyl) postupujeme odzadu:
pani Mala ....... 1 chlieb
Noviék ............. 1/2 chleba a?

UvaZzujem, ak boli pred Novakom 4 chleby, vzal si dva a polovicu - muselo by
zostat 1,5 chleba, ale zostal iba jeden. Ak boli pred nim 3 chleby, vzal si 1,5
a polovicu, takze zostal jeden.
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Novék .............. 2 chleby
kucharka .......... 1/2 chleba a polovica vsetkého.

Po kucharke zostali 3 chleby. Ak by bolo na zaciatku 6 chlebov, vzala by si 3
a pol chleba, a zostalo by iba 2,5 chleba. Ak bolo na zaciatku 7 chlebov, vzala
by si 3,5 a pol chleba a to sedi.

Pokus - omyl: vytvorime si systém a postupne objavujeme, aké ¢isla davaju
zmysluplné vysledky.
Prvy tip: Na zaciatku boli 4 chleby: kuchérka si vzala 2 a pol, Novak si nemoze

vziat polovicu zvysku. Takto to vyjde vzdy, ked skdsim pérne ¢islo.

Druhy tip: Na zaciatku bolo 5 chlebov: kuchérka si vzala 2 a pol plus pol =3
chleby, zostali 2, Novék si vzal 1 a pol, zostala len polovica - mal zostat cely.

Treti tip: parne ¢isla nejdem sktisat. Vyskasam 7: kuchérka si vzala 3 a pol plus
polovicu, zostali 3 chleby, Novak si vzal 1 a pol a polovicu a zostal jeden - hura!
Sedi to!

RieSenie matematickej alohy:

Pri réznych spdsoboch matematizacie dostadvame roézne matematické talohy.
Aritmetické a pokus - omyl rieSenia ndm hned v procese matematizécie
stibeZzne riesia aj dant tlohu. RieSenie algebrickej tilohy by bolo:

x 1
c_x1 (=39 1
2 2 2 2
X X 1
X=E+Z+2_Z

Tedax="7.

Kontrola spravnosti matematickej tilohy spociva v dosadeni ¢isla 7 do rovnice
a overeni, ¢i vyjde rovnost.

Dematematizacia

Vyslo nam ¢islo 7. Prec¢itame si znovu zadanie a vidime, Ze dokdZeme tspesne
odpovedat na prvu z polozenych otazok: , V obchode bolo na zaciatku sedem
chlebov.” Nasledne prejdeme celym zadanim a overime, ¢i vSetko sedi: Bolo
sedem, kuchérka vzala 4 chleby, Novak polovicu z troch plus pol, to je dva,
takze jeden zostal pani Malej.

Zadanie v8ak obsahuje aj druhti otazku, na ktort potrebujeme zistit odpoved'.
Musime sa teda vratit ku kroku 2 - matematizacii - vyuZijeme uZ existujtci
model alebo vytvorime novy. V pripade algebrického rieSenia ndm tento model
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nedokaze zodpovedat otdzku o pocte rozpolenych chlebov. Model v metéde
pokus - omyl toto dokéze.

Krasnym rieSenim moze byt aj aritmetické rieSenie grafickym znazornenim -
iny matematicky model: nakreslime 7 chlebov a budeme vyfarbovat alebo
Skrtat. Kucharka si vzala 3 a pol - jeden musime rozpolit, aby sme dostali dve
polovice pre pani kucharku. Zostali nam tri celé chleby, ale pan Novék si vzal
1a pol a pol chleba, takZe zasa musime jeden rozpolit. Vyjde ndm, Ze rozpolené
museli byt aspon dva chleby.

Vyznam  volby  vhodného  matematického modelu ilustrujeme
na nasledujacom priklade:

# Padn so psom sa vybrali na vychddzku. Ked boli 10 km od domu, otocili sa s tym, Ze
pojdu naspit. Pan isiel priemernou rychlostou 5 km/h. Pes sa ale chcel prebehniit,
a tak bezal domov napred. Pes beZi priemernou rychlostou 10 km/h. Ked dobehol
domov, ihned’ sa otocil a vydal sa spit za panom. Niekde na ceste sa stretli, ale psovi
sa opit nechcelo ist pomaly, otocil sa a bezal zasa domov. Tymto sposobom behal
stale domov a k panovi, domov a k panovi atd. Akl vzdialenost pes nabehal?

Prvou volbou je model, v ktorom budeme pocitat jednotlivé vzdialenosti -
najprv pes prebehol 10 km domov. Pan zatial presiel 5 km. Pes beZal k nemu -
rychlost ich priblizovania bola 15 km/h. Takto presli spolu 5 km, takZze sa stretli
01/3 hodiny = 20 minat. Pes presiel teda 2/3 z 5 km, a pan 1/3 z 5 km. Pes
tato istd dréhu presiel na ceste domov... riedenie je zdlhavé a v principe
nekonecné.

Druhy model je pocitanie ¢asu: pan siel domov 2 hodiny (10 km dlhta drahu
iSiel rychlostou 5 km/h). Pes celt tt dobu behal rychlostou 10 km/h. Takze za
2 hodiny nabehal 20 km.

Preto, ak sa ndm nedari vyrie$it tlohu jednym sposobom, sktsme sa opat
vratit do etapy matematizacie a vytvorit iny matematicky model, ktory sa
lepsie hodi na rieSenie konkrétnej alohy.

Tvorba slovnej tlohy

Pri tvorbe slovnej tllohy vychadzame z konkrétnej matematickej alohy, ktorou
chceme dosiahnut urcity vzdeldvaci ciel. Napriklad, ak cielom je precvicenie
nasobenia dvoch prirodzenych ¢isel, matematicka aloha by mohla mat zadanie:
»~Aké ¢islo je dvojnasobkom Sestky?”

Z tejto matematickej tlohy vyrobime slovna tlohu tak, ze k nej dotvorime
kontext - situdciu detom znamu a pokial mozno zaujimava. Napr.:
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,Osemro¢na Hanka sa hrala so svojou mladSou sestrou Jankou. Skakali cez
$vihadlo a rozhodli sa, ze budt sttazit, ktora urobi viac preskokov bez chyby.
Ked'ze Hanka je star$ia a vzdy by vyhrala, vymysleli spdsob vyrovnania Sanci.
Hanka vyhra len vtedy, ak bude mat aspori dvakrat tol'ko skokov ako Janka.
Janka preskocila Sestkrat. Kol'ko najmenej musi Hanka skocit, aby vyhrala?”

Po zadani tejto jednej dlhsej ulohy mozeme dalej dotvarat dalsie otazky,
ktorymi precvi¢ime pocitanie stcinov aj inych ¢isel.

Napr.: ,Dievcata zistili, Ze toto pravidlo je prili$ slabé - Hanka stéle vyhréva.
Sktsia teda zmenit pravidlo na trojndsobok. Janka skocila 5 skokov. Kolko
musi najmenej sko¢it Hanka?”

Pri rieSeni pracujeme s matematickym modelom, ale stale vnimame jeho
prepojenie na konkrétnu situdciu. A to je prave najvyznamnejsim prinosom
pouzivania slovnych dloh- ucia deti pouzivat matematiku v beznych
situdciach.

Co si zapamatat?

e Slovna dloha je matematicka tloha, ktord je dand slovne a pritom
vyzaduje pochopenie redlneho alebo realistického kontextu.

e Podmienkou spravneho zvladnutia slovnej tlohy je dobré jazykové
porozumenie, zvladnutie ¢itania s porozumenim a schopnost prepojit
tlohu so zivotnou skdsenostou.

o Slovnu tlohu tvoria dve zakladné ¢asti: popis situacie (zadanie) a otdzka
(vyzva).

o Proces rieSenia slovnej tlohy zahfna niekol'ko faz: rozbor zadania,
matematizaciu (vytvorenie matematického modelu), rieSenie matema-
tickej dlohy a dematematiziciu (prevedenie vysledku do povodnej
situécie).

o Pocas rieSenia slovnej tlohy vykonavame dve kontroly spravnosti -
kontrola spravnosti matematického rieSenia v matematickom modeli
a kontrola spravnosti v povodnom kontexte pocas dematematizacie.

o Slovné tlohy mozeme delit podla typu operdcie (s¢itanie, od¢itanie,
nasobenie, delenie), podla poc¢tu operacii (jednoduché/zlozené) alebo
podla kontextu (napr. tlohy o praci, pohybe, veku, ndkupoch, ...).

o RieSenie slovnych dloh nie je vzdy linearne - je dolezité kontrolovat
porozumenie, overovat vysledky a podl'a potreby vytvarat nové
modely.
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Ulohy

1)

8)

Zadanie slovnej ulohy: ,Vlese Zzije 15 veveric¢iek. Kazd4 vevericka
nazbierala rovnaky pocet gastanov. Spolu nazbierali 120 gastanov. Kol'ko
gaStanov nazbierala kazda veveri¢ka?” Uved'te zdkladné informécie, ktoré
treba z textu vycitat, a vysvetlite, ¢o méate vypocitat.

Navrhnite matematicky model na vyrieSenie tlohy z tlohy 1. (Napriklad
pouzite premennt a rovnicu.)

VyrieSte matematicka tlohu podl'a modelu, ktory ste si zvolili v tlohe 2.

Popiste vysledok v povodnom kontexte - ¢o znamend vypocitany pocet
gastanov pre jednu vevericku.

Vytvorte kratku slovnt dlohu na tému ndkupu s minimédlne dvoma
otazkami, ktoré buda precvicovat s¢itanie a ndsobenie.

Precitajte si zadand slovna tlohu a zistite, ¢i obsahuje nejaké nadbytocné
informécie alebo nejasnosti: ,V autobusovom depe je 12 autobusov,
z ktorych kazdy ma natankovanych 180 litrov nafty. Cesta do ciel'a trva 2
hodiny. Vodi¢ autobusovej linky ¢islo 17 ma obltibeny sendvi¢ so syrom
a Sunkou. Kolko litrov nafty sa nachadza celkovo vo vSetkych
autobusoch?”

Je zapis slovnej ulohy tak, ako sa standardne vyucuje, nevyhnutnou
stcastou jej riesenia? Cim by mohol byt nahradeny?

Vyrieste slovnt dlohu a popiste kazdy krok rieSenia vratanie oboch kontrol
spravnosti: , Plocha obdiznikovej zahrady je 60 m2. Jedna stranaje o 4 metre
dlhsia ako druha. Aké st rozmery zahrady?”
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RieSenia

1)

7)

8)

15 vevericiek ... 120 gastanov,

1 vevericka ...... ? gastanov.

15 - x =120.

x=120/15=8.

Cislo 8 je pocet gastanov, ktoré nazbierala kazdd jedna vevericka.

Napriklad: ,Mamicka kapila sedem kolac¢ikov po 1,20 eura a chlieb za 2,50
eura. Kol'ko zaplatila za nakup? O kolko je kol&cik lacnejsi ako chlieb?”

Nadbytoc¢nd informdcia je trvanie cesty, ¢islo linky a jedlo, ktoré si vodi¢
doprial.

Nie, moze byt nahradeny vyznacenim dolezitych tidajov priamo v zadani
podciarknutim, zvyraznenim, ndkresom a podobne.

Rozbor zadania - pozndme obsah zahrady, jej tvar a vztah medzi stranami.

Matematizdcia - zahradu abstrahujeme do geometrického objektu -
obdiznika a zapiSeme vztah medzi jeho stranami a obsahom:

60 = x(x +4)

Riesenie matematickej ilohy urobime algebricky ako rieSenie kvadratickej
rovnice:

60 = x% + 4x
x> +4x—-60=0

Tato rovnica ma dve rieSenia: x = 6 ax = —10. Mohli sme na to prist
uhadnutim (st to delitele ¢isla 60) alebo pouzitim vzorca. Prva kontrola
spravnosti spociva v dosadenti tychto rieSeni do rovnice - obe st spravne.

Dematematizicia a druhd kontrola spravnosti - ¢isla, ktoré ndm vysli, st
jednym z rozmerov zahrady, takze zaporné rieSenie zamietame. Zist ujeme,
Ze sme vypocitali iba jeden rozmer x = 6 metrov. Druhy musime eSte
vypocitat.

Zo zadania zistime, Ze druha strana je o 4 metre dlhsia, takze 6 + 4 = 10
metrov. Posledné kontrola spravnosti - obsah zahrady s rozmermi 6 a 10
metrov je naozaj 60 m2. (Pouzili sme znovu geometricky model.)
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Zaver

Prechadzka po svete ¢isel nas zaviedla od davnych civiliz4cii aZ k modernym
pojmom, ktoré formuja matematické myslenie dnesného ziaka. Spoznali sme
rozne ciselné ststavy, rozlicné modely d&isel aich historické i didaktické
pozadie. Pochopili sme, Ze ¢isla nie st len symbolmi na papieri, ale nastrojmi,
ktoré nam pomadhaja orientovat sa vo svete, vyjadrovat kvantity, poradia,
zmeny i vztahy.

Ucitel matematiky by mal poznat nielen matematicky obsah, ale aj vyvinové
tazy, ktorymi dieta pri chapani ¢isel prechddza. Vyber vhodnych modelov
a stratégii zohrava klucovt ulohu v tom, ako hlboko a trvalo si Ziaci jednotlivé
poznatky osvoja. Vyucovanie matematiky by malo byt viac neZz len
odovzdévanim faktov- malo by podnecovat zvedavost, podporovat
objavovanie a vytvarat pevné poznatkové struktary.

Verime, Ze tato ucebnica je nielen sprievodcom po svete ¢isel, ale aj podnetom
k zamysleniu nad tym, ako matematiku wucit zmysluplne, premyslene
as ohladom na detského ziaka. Dafame, ze si znej kazdy budtci ucitel

odnesie nielen vedomosti, ale aj inSpirdciu a radost z ucenia.
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Dopliujace Studijné materialy

Prechadzka po svete ¢isel - NotebookLM

Na nasledujtcej adrese ndjdete podcasty, kvizy a karticky ku kazdej kapitole
tejto ucebnice:

https:/ /notebooklm.google.com/notebook /c6dfbee8-683e-4234-b39a-
b2b68992bc09

124


https://notebooklm.google.com/notebook/c6dfbee8-683e-4234-b39a-b2b68992bc09
https://notebooklm.google.com/notebook/c6dfbee8-683e-4234-b39a-b2b68992bc09

Literatara

BECVAR, J. - BECVAROVA, M. - VYMAZALOVA, H.: Matematika ve starovéku.
Egypt a Mezopotimie. Prometheus: Praha, 2003. 174 s. ISBN 80-7196-255-4.
Dostupné na: http:/ /dml.cz/dmlcz/401853. Naposledy pristapené: 1. 10. 2025.

CERNEK, P.- BEDNAROVA, S.: Matematika pre 2. rocnik zdkladnych skol,
Pracovny zosit, 2. cast. AITEC, s. r. 0., 2018. 88 s. ISBN 978-80-8146-073-9.

CIZMAR, J.: Dejiny matematiky od najstarsich &ias po siicasnost. Perfekt, a.s. :
Bratislava, 2017. 885 s. ISBN 978-80-8046-829-3.

CIZMAR, J.: Euklides : Zdklady. Perfekt, a. s. : Bratislava, 2022. 728 s. ISBN 978-
-80-8226-031-4.

FIALOVA, J.: Prechddzka po svete geometrie. Pedagogicka fakulta Trnavskej
univerzity v Trnave : Trnava, 2020. 121 s. ISBN 978-80-568-0327-1.

HEJNY, M. - NOVOTNA, J. - STEHLIKOVA, N.: Dvacet pét kapitol z didaktiky
matematiky. Pedagogicka fakulta Univerzity Karlovej v Praze: Praha, 2004.
244 s. ISBN 80-7290-189-3.

HE]NY, M. - KURINA, F.: Dité, skola a matematika. Portal : Praha, 2015. 240 s.
ISBN 978-80-262-0901-0.

HIC, P. - POKORNY, M.: Logika, mnoziny, bindrne reldcie. Pedagogicka fakulta
Trnavskej univerzity v Trnave : Trnava, 2010, 196 s. ISBN 978-80-8082-389-4.

HILBERT, D. (Eds. EWALD, W. - SIEG, W.): David Hilbert’s Lectures on the
Foundations of Arithmetic and Logic, 1917-1933. Springer-Verlag : Heidelberg,
2013. 1062 s. ISBN 978-3-540-20578-4.

JAKSON, T.: Matematika, 100 objavov, ktoré zmenili historiu. Slovart, s.r.o0.:
Bratislava, 2013. 144 s. ISBN 978-80-556-0834-1.

MARES, M.: P#ibéhy matematiky. Pistorius & Ol8anska, s. r. o. : P¥ibram, 2008.
334 s. ISBN 978-8087053-16-4.

MOKRIS, M. - SCHOLTZOVA, L: Vybrané kapitoly z matematiky. PreSovska
univerzita v PreSove : PreSov, 2021. 136 s. ISBN 978-80-555-2855-1. Dostupné na:
https:/ /elibrary.pulib.sk/elpub/document/isbn/9788055528557. Naposledy
pristapené: 1. 10. 2025.

VILENKIN, N. J.: Rozhovory o mnozindch. SPN : Bratislava, 1972. 220 s.

125


http://dml.cz/dmlcz/401853
https://elibrary.pulib.sk/elpub/document/isbn/9788055528557

	Úvod
	I. Pohľad do histórie
	Čísla v starovekom Egypte
	Rímske čísla
	Čísla v starovekom Grécku
	Čísla v starovekej Číne
	Počítadlá

	Čísla v mayskej kultúre
	Čísla v Mezopotámii
	Vznik pozičnej číselnej sústavy v Indii
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	II. Prirodzené čísla
	Množina prirodzených čísel
	Počet prirodzených čísel
	Vývin pohľadu na prirodzené číslo u dieťaťa
	Modely prirodzeného čísla
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	III. Celé čísla
	Množina celých čísel
	Počet celých čísel
	Konštrukcia množiny celých čísel
	Záporné čísla v histórii
	Modely celého čísla
	Opozitné množstevné modely
	Adresno-operátorové modely

	Absolútna hodnota
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	IV. Racionálne čísla
	Množina racionálnych čísel
	Počet racionálnych čísel
	Konštrukcia množiny racionálnych čísel
	Racionálne čísla na číselnej osi
	Zlomok
	Desatinné číslo
	Percentá, promile
	Pomer – delenie celku na nerovnaké časti
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	V. Reálne čísla
	Množina reálnych čísel
	Počet reálnych čísel
	Najznámejšie reálne čísla
	Odmocnina z dvoch
	Číslo 𝝅
	Zlatý rez
	Eulerovo číslo

	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	VI. Sčítanie a odčítanie
	Binárna operácia
	Vlastnosti operácií sčítanie a odčítanie
	Sčítanie
	Kontrola správnosti

	Odčítanie
	Kontrola správnosti

	Sčítanie a odčítanie na množine ℤ
	Sčítanie a odčítanie na množine ℚ
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	VII. Násobenie a delenie
	Základné pojmy a notácie
	Násobenie
	Postupnosť zavádzania v školskej matematike
	Algoritmy násobenia viacciferných čísel
	Indické násobenie
	Algoritmus násobenia pod sebou
	Egyptské násobenie a delenie
	Kontrola správnosti

	Delenie
	Delenie so zvyškom
	Kritériá deliteľnosti
	Postupnosť zavádzania v školskej matematike
	Algoritmus delenia
	Egyptské delenie
	Kontrola správnosti

	Násobenie a delenie na množine ℤ
	Násobenie a delenie na množine ℚ
	Prednosť operácií
	Deviatková skúška
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	VIII. Keď sa čísla stávajú písmenami
	Premenné
	Rovnice a nerovnice
	Lineárna rovnica o jednej neznámej
	Diofantické rovnice
	Sústava dvoch lineárnych rovníc o dvoch neznámych
	Ďalšie typy rovníc

	Funkcie
	Postupnosti
	Priama úmernosť
	Nepriama úmernosť

	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	IX. Slovné úlohy
	Pojem slovná úloha
	Zložky slovnej úlohy
	Delenie slovných úloh
	Riešenie slovnej úlohy
	Rozbor zadania
	Matematizácia – vytvorenie matematického modelu
	Vyriešenie matematickej úlohy
	Dematematizácia – návrat do pôvodnej situácie

	Tvorba slovnej úlohy
	Čo si zapamätať?
	Úlohy
	Riešenia

	Záver
	Doplňujúce študijné materiály
	Literatúra

